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Ueber die stationären Strömungen der Blektrieität 
in Cylindern. 


(Von Herrn H. Weber in Zürich.) 


In meiner Arbeit „Ueber die Besselschen Functionen und ihre An- 
wendung auf die Theorie der elektrischen Ströme‘ *) habe ich gezeigt. wie 
das Problem der stationären Strömung der Elektrieität in einem leitenden 
Cylinder mit Hülfe der Besselschen Funetionen gelöst werden kann. Der 
dort für die Spannung im Innern des Cylinders gegebene Ausdruck leidet 
aber an dem Uebelstande, dass er für die Punkte der Cylinderoberfläche 
selbst schlecht convergirt und zu Rechnungen nicht zu brauchen ist. Es wäre 
jener Ausdruck nur auf solche Beobachtungen anwendbar, welche auf den 
ebenen Grundflächen oder im Innern des Cylinders nicht zu nahe an der 
Oberfläche angestellt sind. Beobachtungen der letzteren Art dürften aber mil 
erheblichen Schwierigkeiten verbunden sein, während die ersteren weeen 
der Achnlichkeit des Falles mit dem der kreisförmigen Platte geringeren An- 
spruch auf Neuheit erheben könnten als Beobachtungen auf dem Cylinder- 
mantel, wobei die Länge des Cylinders im Vergleich zum Durchmesser gross 
srenommen werden könnte. Es dürfte daher von Interesse sein, einen Aus- 
ruck für die Spannung zu suchen, der für Punkte der Cylinderfläche selbst 


[0 je) 


ns 


( 
brauchbare Formeln liefert. 

Wenn die Elektrieität in einzelnen punktförmig gedachten Elektroden 
bei irgend einem körperlichen Leiter aus- und eintritt, so wird man, ab- 
gesehen von den wenigen Fällen, in denen sich die Integrale durch ge- 
schlossene Ausdrücke aufstellen lassen, da es sich um die Darstellung un- 
stetiger Functionen handelt, bei jeder Methode in irgend einer Fläche, welche 
die Elektroden enthält, auf gute Convergenz oder auf Convergenz überhaupt 
verzichten müssen; aber es kann diese Fläche auf sehr verschiedene Art 
angenommen werden, und man wird als Fläche der Divergenz am zweck- 
mässigsten eine solche wählen, welche der Beobachtung möglichst unzugäng- 
lich ist. Dieser Forderung genügen aber nicht immer die Ausdrücke, auf 





*) Dieses Journal Bd. 75. 


Journal für Mathematik Bd. LXXVI, Heft 1. 1 
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welche die gebräuchlichen Methoden zunächst führen, und es erwächst also 
die Aufgabe, diese Ausdrücke in zweckentsprechender Weise zu transformiren. 

Ein schönes Beispiel einer solchen Transformation ist Riemanns Be- 
handlung des Problems der Nobilischen Ringe. Im Folgenden soll von diesem 
Gesichtspunkt der Ausdruck für die Spannung in einem begrenzten Cylinder 
transformirt werden, wenn die Elektricität in zwei an der Oberfläche zur 
Mitielebene symmetrisch gelegenen punktförmigen Elektroden aus- und eintritt. 

Bei dem a. a. O. von mir für diesen Fall gegebenen Ausdruck ist die 
Fläche der schlechten Gonvergenz die Cylinderfläche selbst. Statt dessen 
soll jetzt in den beiden die Elektroden enthaltenden Querschnitten des Cylinders 
auf Convergenz verzichtet werden. Es ergiebt sich dann eine schon in 
mässiger Entfernung von diesen Querschnitten auch auf der Cylinderfläche gut 
convergirende Entwickelung. 

Dieselbe Methode soll dann angewandt werden auf einige Fälle com- 
plieirterer Natur, in welchen der Cylinder aus zwei concentrischen Theilen 
von verschiedener Beschaffenheit besteht, und wo an der Trennungsfläche ein 
Uebergangswiderstand oder eine der Stromdichte proportionale Polarisation 
wirkt, in der Weise wie sie in der oben erwähnten Abhandlung für Platten 
behandelt ist. 

Zur Untersuchung dieser Fälle wurde ich veranlasst durch den von 
meinem Collegen Herrn Hermann gemachten Versuch *), durch die Annahme 
einer solchen Polarisation das von Matteucci beobachtete Phänomen der Aus- 
breitung des elektrischen Stroms an einem mit einer feuchten Hülle umgebenen 
Draht **) zu erklären. Die mathematische Theorie rechtfertigt vollkommen 


diese Erklärungsweise. 


8. 1. 


Es soll die stationäre Strömung in einem Cylinder vom Radius 1 und 
der Höhe 2? bestimmt werden unter der Voraussetzung, dass zwei Elektroden 
auf derselben Erzeugenden der Cylinderfläche in der Entfernung +« von 
der Mittelebene liegen. Die Spannung » ist dann bestimmt durch die 


Gleichungen: 





*) Pflügers Archiv für Physiologie Bd. V. 
=#) Comptes rendus de l’academie des sciences ä Paris, LVI. p. 760, LXV. 
p- 151, 194. 
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= +3 





1.) 


(2.) ir -0 fürr=1, 





3) —=0 fürz=+ß, 


N ’ u ie 
(4) + Inke endlich und stetig für e =, 





wenn die z-Axe mit der Cylinderaxe zusammenfällt, r, 9 Polarcoordinaten 
in der Mittelebene bedeuten, S die Stromstärke, k das Leitungsvermögen des 
Cylinders, e den Abstand eines veränderlichen Punktes von der einen oder 
der anderen. Elektrode (je nachdem in (4.) das obere oder das untere 


Zeichen steht). 
In der oben citirten Abhandlung wurde gezeigt, dass diesen Bedin- 


gungen durch folgende Function genügt werden kann: 
(2m-+A)na . (2m-H)nz ee +1) 7) 
n D) er? 














sin .. 
> Bm . 2? 28 ß 

SO Fun nk = meos( np) =, 2m +1 u. (2m +1 ey 
2p 


worin 
2 n +1 u u z ..n ) ‘- 
ve) = ef er>il—E) ° ds, 


o=1, =, zZ. —= 


Die Reihen, welche in dem Ausdruck (5.) die Coefficienten von cos(zgy) bilden, 
sind so beschaffen, dass ihre einzelnen Glieder der Grenzbedingung (3.) ge- 
nügen, worauf die gute Convergenz in den Endflächen beruht. Diese sollen 
nun durch andere Reihen ersetzt werden, deren einzelne Glieder der Grenz- 
bedingung (2.) genügen, und gleichzeitig zur Darstellung particulärer Integrale 
der Differentialgleichung (1.) geeignet sind. Solche Functionen sind aber 
J,(9r), wenn J, die Besselsche Function »!e" Ordnung *) und 9 eine Wurzel 
der transcendenten Gleichung J,(9)=0 ist. Die Aufgabe ist also jetzt die, 
die Coefficienten A’ als Functionen von z so zu bestimmen, dass sie der 
Bedingung genügen: 





*) Ich ziehe hier vor, dem gewöhnlichen Gebrauch entgegen, den Index unten 
anzufügen, um die Differentialquotienten bequemer in Lagranges Weise bezeichnen 
zu können. 
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wo auf der rechten Seite für 9) die der Grösse nach geordneten positiven 
Wurzeln der Gleichung 


7) J,(9) = 0 
zu setzen sind, einer Gleichung, die bekanntlich nur reelle Wurzeln hat. Nun 
genügt die Function J, den Gleichungen: 


us dJ, e- ki 











. re --rt 
ae 
| Pu ii 6 (gr). 


Fr)dr, die zweite mit J, (Ir) dr, 


n\ 


Multiplieirt man die erste derselben mit J,( 


n\ 


zieht beide von einander ab und integrirt ati den Grenzen 0 Au 1, 
folgt unter der Voraussetzung, dass 9 eine Wurzel von (7.) ist: 


a. WER £L 
(Iy)J ug: Sr 
$ J,(Ir)J,(Fr)rdr = —zi ar 


Ist also auch 9 eine von # verschiedene Wurzel von (7.), so folgt: 


IS I, IOr)I,I®r)rdr = 0, i<h 


Lässt man in (9.) 9 in 9 übergehen und sucht rechts den Grenzwerth auf, 


/ 


Se 09yrar = 4 (1- er (4,99), 


woraus beiläufig folgt, dass die kleinste positive Wurzel von (7.) grösser als 


so ergiebt sich mit Benutzung der Differentialgleichung (8.): 


n sein muss. 


Setzt man endlich 


ar (2m --1) ni 
Wo == > 


202 
22 








. f . . f (2m 4) str 
so kann in (9.) die Function J,(9r) ersetzt werden durch w,(- u 
\ / \ ) ’ 


33 
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Irqn 2m +1) a EN ö 
J,(F) durch —iw, & an - ): und die Gleichung (9.) geht über in: 
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: ((2m - 5 N 
Ru 2) Er a 

f} \ \ N ‘ > 

9\ re Ra I)Rr\_, (2m —+1)n “ 2p / 
(12.) I, r) a r.dı = 2 uud 
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Multiplicirt man nun also die Gleichung (6.) mit J,(9\”’r)rdr und integrirt 


den Grenzen O und 1. so folgt mit Benutzung von (10.), (11. 








zwischen 
und (12.) 
(2m--Nne . (2m+1)nz 
. 3 sın — rw. u — 
‚ n / re «iD < 
13) (1-99) = 3 — ne 
=) mi a(i)2 (Mr 7T % 
UN zu 22 ) 


für z = 0 kommt die Wurzel 9” —=0 in Betracht. und diese liefert: 


(2m--Nna . (?2m-+1)nz 
en 





2 a sin - >32 sin — V; 
f Ban . 2 2 9 x I ei. 
A) P=-ZE—— el er 
BD m=u ( 2m +1) \” 
— u 
Ip) I # 


Die in (13.), (13*.) vorkommenden Summen lassen sich nun nach bekannten 


Sätzen ausführen, und man erhält: 


(2m+Nra . (2m-+1'nz 
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l TE ei 
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44 9) I y1) > .o2 ( 
7 f . 5 
Rm-+I1i)na ,. (2m-+-1) nz 
Een sın - 5) 3 —- S10 nz J 
r % y Bu. p ? 
1) DO — et = 03 (a<o 
0 (< 2m -+-1) AH 2 
5% rad Oo 
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und es ergiebt sich aus (5.), 


Damit ist die Function « vollkommen bestimmt, 


(6.), (13.), (13*.): 
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u = Pros 
() 9%)/ ß 9 ) - 90) ie . 

S Ex sone) $, In (aA), In (a Iye n 2_e Va Jr r) <a) 
Sa n / ı)? 2 r g ö 2 

Ink u In OR I.) : 
TGRRERER. 71 
N .. 

GO (Ü) () 

SE Ze,00s(ng er EA) Or) ) 

2rık nl) ı ’ \ pP) N'_n: er. 9 J.9) rn 


Für 9,” sind sämmtliche positiven Wurzeln der Gleichung (7.), Null ausge- 
schlossen, zu setzen. 

Der letztere Ausdruck gilt nur für positive Werthe von z, für ne- 
gative z ist der Werth von « gleich und entgegengesetzt dem für entspre- 
chende positive Werthe. Die vorstehenden Ausdrücke vereinfachen sich noch, 
wenn man / unendlich gross annimmt. 

Man bemerkt, dass für die Punkte der Cylinderoberfläche selbst, also 
für r=1 die Functionen J, ganz aus den Ausdrücken für « verschwinden, 
und abgesehen von den ein für alle Mal zu suchenden Wurzeln 9 können 
die Werthe von a für die Oberfläche ganz mit Hülfe der Logarithmentafel 
berechnet werden. Zur Ermittelung der Wurzeln 9 kann man sich mit 
Nutzen der von Herrn Hansen berechneten Tafeln für die Functionen J, und 
Jı bedienen *). 

Zur Beurtheilung der Convergenz der Reihen mögen die Zahlenwerthe 
der 3, so weit sie kleiner als 6 sind, angeführt werden: 


90 — 3,8317, 
30 — 1,8412, 90 — 5,3314, 
3” — 3,0542, 

3® — 4,2012, 

90 — 5,3175. 


Die kleinste und mithin wichtigste der Wurzeln ist also 91. 
Die in (15.) vorkommenden Reihen convergiren immer mit Ausnahme 
des Falles s=«. Entfernt man sich von den die Elektroden enthaltenden 





*) Abgedruckt in der Schrift des Herrn Lommel „Studien über die Besselschen 
Functionen.“ 
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Querschnitten, so wächst die Convergenz sehr rasch, und wenn die Ent- 
fernung von diesen Ebenen mehrmals dem Cylinderradius gleich ist, so wird 
man sich in den meisten Fällen schon mit zwei Gliedern der Reihe be- 
gnügen können. Man erhält unter dieser Voraussetzung für die Punkte der 


Cylinderoberfläche: 
30) (ee P) 4. I a — 2) (93 Ian „902, 








REN S ’ Eu ! /. a 
u = sık 3-+ N — 1 KAUF Le KAUF, COS fi (30), 
> 1} —- . 
0 m (u (V (m__ IN Kauf \ 
Ss 30) Od a R va a, ce (3—P) de al GA, | | 
RER ei Fr —1 90 B — KIUT; coSsy| (2a), 


oder für den unbegrenzten Cylinder, also % = %&: 





Ss HN Na, 92 I) z, 
u = ar 6 , —_r ‚Cc0S«( Pr Ela 
ak © 1 \e ri u 
Ss I)  _I0)z, 0a _ ION) 
u“ = — 04 Zoot kei —e ' )cospy (3 >e). 
rk r FO" —1 e Je0Sg\ er 
6. 2. 


In der folgenden Untersuchung handelt es sich um die Strömung der 
Elektrieität aus einem Körper in einen anderen mit verschiedenem Leitungs- 
vermögen. Ich schicke daher einige Betrachtungen voraus über die Strömung 
aus einem Leiter in einen anderen mit sehr viel grösserem Leitungsvermögen. 
Wir denken uns aus unendlich benachbarten Strömungslinien einen Canal ge- 
bildet, der aus dem einen Leiter in den anderen hinüberführt. Durch jeden 
Querschnitt eines solchen Strömungscanals muss in der Zeiteinheit dieselbe 
Elektrieitätsmenge fliessen. Es seien nun k, %' die Leitungsfähigkeiten, «, u 
die Spannungen, g, q' zwei beliebige Querschnitte desselben Strömungscanals 
in beiden Leitern; endlich bedeute ös die Differentiation in der Richtung des 
stärksten Abfalls der Spannung, welche mit der des Strömungscanals zu- 
sammenfällt. Es muss alsdann sein: 


cu’ kg ou 





os k' g’ 08 


k ou’ ou oe 
Ist daher p7 sehr klein, so wird gegen —, zu vernachlässigen sein, falls 


nicht $ sehr gross ist. Wenn also nicht in Folge der Gestalt des guten 


Leiters eine ausserordentliche Zusammenziehung der Strömungscanäle noth- 
wendig wird, so darf die Spannung in dem vorwiegend guten Leiter als con- 
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stant angesehen werden. Ein Fall, in dem dies nicht immer gestattet sein 
wird, tritt z. B. ein, wenn ein dünner Draht sich in einer ausgedehnten 
Flüssigkeitsmasse befindet. 

Um für den ersten Fall ein Beispiel zu geben, nehmen wir an, ein 
metallischer Cylinder sei umgeben von einer concentrischen Schicht einer 
schlecht leitenden Flüssigkeit. Die Elektricität trete in einem Punkt in die 
flüssige Schicht ein und werde durch den metallischen Kern abgeleitet. Um 
Weitläufigkeiten zu vermeiden, werde der Cylinder beiderseits unbegrenzt 
angenommen, obwohl der Berücksichtigung einer Begrenzung nicht die ge- 
ringsten Schwierigkeiten entgegenstehen. Es sei dann ferner angenommen, 
dass an der Grenze zwischen dem metallischen Kern und der Umhüllung ein 
Uebergangswiderstand auftrele, wie ich ihn in der oben eitirten Abhandlung 
betrachtet habe, und der, wie dort gezeigt wurde, gleichbedeutend ist mit 
einer Polarisation, wenn die elektromotorische Kraft der Polarisation als mit 
der Stromdichte proportional angesehen werden kann. 

Es sei der Radius des äusseren Cylinders wieder gleich 1 gesetzt, 
der des metallischen Kerns gleich r,. Die Elektrieität möge vorläufig nach 
irgend einem gegebenen Gesetz in der Ebene s=0 in den äusseren Cylinder 
eintreten. Es ist dann gleichgültig, ob wir den Cylinder beiderseits unbe- 
orenzt, oder bei 3 —=0( durch einen Nichtleiter begrenzt annehmen. 

Wir haben nun die Spannung » als Function der Veränderlichen 
r. z. g zwischen den Grenzen r, <r<<1, 3>0, -a<y<n aus fol- 
senden Bedingungen zu bestimmen: 


ou 1 ou 1 ou, ou 





f \ ! 

1) +-++—---4+— +7 = (0, 
\ / or” \ r or I r’ ol x 02° > 
/ ou Li 
2) =0 Mr r=1, 

i or 
/4 ou ei Pr 
3.) hA—=u für r=r*), 

BEER or 
. ou \ 

4.) ———--Pbfür 3=(, 
—. 03 
(9.) a=0 für 3=©, 


wenn die Spannung im metallischen Kern gleich O gesetzt wird. Die Function 
<b, die von r und g abhängt, ist durch die Art des Eintritts der Elektrieität 


*) 7) ist eine von der Natur der trennenden Schicht abhängige Constante, die ich 
in der oben eitirten Abhandlung erklärt habe. 
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in den Querschnitt 3= 0 bestimmt; es soll nachträglich über & eine specielle 
Annahme gemacht werden, welche damit übereinkommt, dass die Elektricität 
nur in einem Punkte einströmt. Der Einfachheit halber möge noch voraus- 
gesetzt sein, dass ? eine gerade Function von g ist; dann wird dasselbe 
von a gelten, und wegen der Periodieität von « kann man setzen: 


6) u = EEA sh re*cos(up), 
n nn Wı 
worin » alle positiven ganzzahligen Werthe zu durchlaufen hat, während über 
$ die Verfügung noch offen bleibt. Die A,, sind constante Coeflicienten, und 
für die Functionen f ergeben sich aus (1.), (2.), (3.) die Bedingungen: 





df, 
. a(ı dr) (9° en 
\*.) dr F gg 
er. 5A ä 
(8.) ln O Me =, 
Br dr 


| en 
9) ne=f für r=n, 


Die Gleichung (7.) kann mitlelst der Besselschen Functionen integrirt werden. 
Als Besselsche Functionen definiren wir hier: 

| go” I ei 

IJ (a) = cos (x) 


\ 
EEE 3... EBEN / 








In—1 


F \ 2x” 1 \ 1 a e\/ an i- 
(10.) \K („(z) — TE MET 2 ! SIN\TS) 1 u ds 


d 0) 
er n—1 ' 
-[ erl+e) ° ak). 

“o 


Die Functionen J,(z) und öK,(x) können auch betrachtet werden als der 
reelle und imaginäre Bestandtheil des Grenzwerths von 


2n—1 


— 2il—z)" A ix& re 2 
1.3... Qn—1)n J it zu 


wenn sich x von einem complexen Werth mit positiv imaginärem Theil einem 
reellen positiven Werth nähert. Daraus ergeben sich leicht folgende Eigen- 





Un 





[ 
PL 


schaften dieser Functionen: 
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. / 2% x” 
Lim), (2) = 34. : A 
n > 
| —2.2.4...2n 
| | LimX, (x) = en, | 
k > 5 7 2 ‚Limz = 0. 

LimK,(e) = 21 

imK,(e) = —loge. 


| Lim J, (2) = ya cos(2 — ri BR), Ä 


f \ ) 1 = = 
m LimK,(x) = / °_ sin (z tab © 2) \ Ka 
| RT } an 4 4 








13.) Aa)K,(@)—-K,(a)J.(e) = zz 


n X 


Mit Hülfe dieser Functionen kann nun das Integral der Gleichung (7.), 
welches gleichzeitig der Bedingung (8.) genügt, in der Form aufgestellt werden: 


f \ er MR ER (9. 7'(Q\ I (».9\ 
(14.) f.(4, r) er J,(9)K,0 3)—K,(9)J.(r9), 


n\ 


und zur Bestimmung von % erhält man aus (9.) die transcendente Gleichung: 


(HK, HK Hr, 9) 
IHK, N— KH, 9 





Die Coeffiecienten A,, endlich werden aus der Grenzbedingung (4.) bestimmt, 


welche ergiebt: 
dh rn 3 Me a A, > n ( 3, r) COS (np) h) 
n—U) 4 u * ’ 


Bi 
’ ı\ —y ’Q ”: ER cn f \ 
16.) ZYA,f.(dr) = nf P cos (np)dg. 


zı 
() 


is handelt sich also um die Darstellung einer willkürlichen Function 
von r durch eine Reihe, die nach den Functionen f,(9,r) fortschreitet, wenn 
für 9 die Wurzeln der Gleichung (15.) gesetzt werden. Aus den Be- 
dingungen (7.), (8.), (9.) ergiebt sich in gleicher Weise wie in $. 1: 


ai J 


1 
17) S HNE,r)rdr = 0, 
r, 


vorausgeselzt dass 9, 9 zwei verschiedene Wurzeln der Gleichung (15.) sind, 


und durch einen Grenzübergang ähnlich wie oben: 
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| I% ($, r)) rdr 
48) | n 
| = le rl) 


Sonach folgt, die Möglichkeit einer Entwicklung von der Form (16.) voraus- 


gesetzt: 


/ vi Df.($,r)cos(ngp)rdr dp 


(19.) A . 2 4 —— 
g ii (fı(ö,r)) a 





Nehmen wir an, die Elektricität trete in einer äusserst kleinen Fläche 0, 
die sich an der Stelle r=r', 9=0 befindet. mit der Stromstärke S ein, so 
hat man & überall gleich O zu setzen, mit Ausnahme der Fläche Öd, in welcher 
Pb=-7 ist, wenn k die Leitungsfähigkeit bezeichnet. und es ergiebt sich. 

- 
wenn man d unendlich klein werden lässt: 


f sr 
ELLE fi. fQ „(#,r)) rdr 


Unter dieser Vorausselzung wird der Abe für « zwar divergent für 








(20.) A,s — 


»=0, bleibt aber convergent für positive Werthe von z. 

Die Art der Stromausbreitung hängt nun wesentlich von der Natur 
der Wurzeln der Gleichung (15.) ab. Man erkennt leicht, dass dieselbe für 
jedes » eine unendliche Reihe nur reeller positiver W urzeln besitzt, die man 
sich der Grösse nach geordnet zu denken hat. Für nicht zu kleine Werthe 
von z wird von all diesen Wurzeln nur die kleinste in Betracht kommen. 
Um nun über die relative Grösse dieser Wurzeln Aufschluss zu erhalten, 
selzen wir zur Abkürzung: 


J,(9) K a —K,( Hult, 9) 
J.($) K, (r, Pen -K, (I)J.(r, 9) 





und untersuchen das Verhalten von w als Function von 9. Zunächst sieht 
man leicht ein, dass diese Function keine Maxima oder Minima haben kann. 


Denn wären solche vorhanden, so würden für gewisse Werthe von h zwei 
Wurzeln der Gleichung (15.) einander gleich werden, was der Gleichung (17.) 


widerspricht. Es liegen also die Wurzeln der Gleichung (15.) zwischen je 
ar 
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zwei solchen Werthen von 9, für welche w,(9) unendlich und Null wird. 
Sucht man nun die Grenzwerthe der Functionen w für verschwindend kleine 
Werthe von 9, so ergiebt sich: 











‚N we 
4 2 . / I (G 8 ‚ p” ) 
Lim vw, (9) = .„ Limw, (9) = ar N (n >0), 
A— —p ) ET, 
r l l y” 1 
1 i 


woraus hervorgeht, dass , für verschwindend kleine Werthe von 9 positiv 
unendlich wird, während die übrigen vw, sich von der negativen Seite her der 
Grenze Null nähern. Daraus folgt nun weiter, dass mit unendlich wachsen- 
dem Ah die kleinste Wurzel der Gleichung (15.) für den Fall »=0 sich der 
Grenze Null nähert, während alle andern Wurzeln über gewissen endlichen, 
von h unabhängigen Grenzen bleiben. 
Es wird also, wenigstens wenn h eine gewisse Grenze überschritten 
hat, die kleinste Wurzel der Gleichung (15.) dem Falle »=0 entsprechen. 
Für den Fall A=0 redueirt sich die Gleichung (15.) auf 
K,r, 9) _ #0) 
J,(0,9) 7 (9) 





(21.) 


Eine der obigen analoge Untersuchung der Grenzwerihe in (21.) für ver- 
schwindend kleine Werthe von r, und 9 führt zu dem Schluss, dass für den 
Fall »a=0 die kleinste Wurzel von (21.) beliebig klein sein kann, wenn r, 
klein genug ist, während alle anderen Wurzeln über gewissen endlichen, von 
r, unabhängigen Grenzen bleiben. Daraus folgt, dass die kleinste Wurzel 
von (15.), wenn r, unter einer gewissen Grenze liegt, für jedes posilive oder 
verschwindende A, oder, wenn A über einer gewissen Grenze liegt, für jedes 
r, dem Falle »—=0 entspricht *). 

Ist also unter diesen Vorausselzungen z gross genug, so dass man 
sich in der Entwickelung (6.) mit dem ersten Gliede begnügen kann, so wird 
von da an die Elektrieität rings um den Kern merklich gleichartig in denselben 
einströmen, weil die von g abhängigen Glieder vernachlässigt werden dürfen. 


*) Lässt man in (21.) r, sich der Grenze 1 nähern, so werden sämmtliche Wurzeln 
(v1) 
4 
2(1- r,) 
ganze Zahl bedeutet. Dieser Umstand macht es mir sehr wahrscheinlich, dass die 
kleinste Wurzel der Gleichung (15.) für jedes r, <1 und jedes positive oder ver- 
schwindende A dem Falle » = 0 entspricht; jedoch bin ich bis jetzt nicht im Stande, 
einen strengen Beweis hiervon zu geben. 





unendlich gross und für alle » dieselben, nämlich wenn »v eine beliebige 
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Sind die Umstände derart gewählt, dass sich auf dem eylindrischen 
Kern durch Abscheidung einer Substanz die Erscheinung der Nobilischen 
Farben zeigt, so werden demnach die Farbenringe in einiger Entfernung von 
der Elektrode gürtelförmig um den Kern verlaufen und die Dicke der abee- 
schiedenen Schicht wird einer Exponentialfunetion e””* proportional abnehmen. 

Dieses Resultat ist auch für den Fall A=0 richtig, welcher dem von 
Riemann behandelten Problem entspricht; mit wachsendem k nimmt die Grösse 
$ ab, was eine grössere Ausbreitung des Stromes zur Folge hat. 

Um von dem Verhalten für grosse Werthe von h eine genauere An- 
schauung zu geben, soll jetzt die Elektrieitätsmenge bestimmt werden, welche 
in der Zeiteinheit durch einen beliebigen Querschnitt der Hülle fliesst. Ist 
der Kern auf der entgegengeseizten Seite der Elektrode abgeleitet. so ist 
diese Grösse gleich und entgegengesetzt der an der betrelfenden Stelle im 
Kern stattfindenden Stromstärke. 

Für diese Grösse ergiebt sich nun: 


1 gen Qu 
o= hf [  Zrärgg. 
u . 0% 


Bei der Integration bleiben nur die Glieder übrig, welche von g unabhängig 
sind. und von diesen wird man, bei nicht zu kleinen Werihen von z, nur 
das erste zu berücksichtigen haben. Es ergiebt sich demnach aus (6.). 
18.), (20.): 


Man kann bieraus mittelst der Gleichung (9.) A eliminiren und erkennt als- 
dann, dass o für ein gegebenes 3 um so grösser ist. je kleiner 9, also je 
erösser A ist. Es wird sich also der Strom um so weiter über den Kern 
hin ausbreiten, je grösser k ist, und zwar existirt für die Grösse dieser Aus- 
breitung gar keine Grenze: denn wächst % ins Unendliche, so nimmt % bis 


Null ab, und der obige Ausdruck nähert sich für jedes z der Grenze 
2 Ss, 


Es wird also dann der ganze gegebene Strom sich durch die Hülle ver- 


breiten und erst in unendlicher Entfernung durch den Kern sich abeleichen. 


Die Sache verhält sich dann so. als sei der Kern durch einen absoluten 
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Nichtleiter von der Hülle getrennt. Im Allgemeinen wird die Stromstärke 
mit wachsendem z abnehmen, einer Exponentialfunction e””* proportional. 

Die hier vorausgeseizte Anordnung ist eine Modification des zuerst 
von Matteucei angestellten Versuchs. Ich verdanke der Güte meines Collegen 
Herrn Hermann eine Reihe von Beobachtungen, die sich auf den hier be- 
trachteien Fall beziehen. In einer ungefähr 4 Meter langen Rinne oder 
Glasröhre war ein Platindraht ausgespannt und mit einer Lösung von Zink- 
vitriol umgeben. Der Strom wurde dicht am einen Ende der Rinne in die 
Flüssigkeit eingeleitet und am selben Ende durch den Platindraht zum andern 
Pol der Kette zurückgeführt. Bei starken Strömen liess sich die Ausbreitung 
über die ganze Länge des Drahtes durch die Abscheidung von Gas oder Zink 
(je nach der Stromrichtung) mit dem Auge verfolgen. Wurden zwei Punkte 
der Flüssigkeit miltelst unpolarisirbarer Elektroden durch die Windungen einer 
empfindlichen Bussole mit einander verbunden, so zeigte dieselbe bei sehr 
schwachen Strömen noch merkliche Ausschläge, selbst wenn die beiden durch 
die Bussole verbundenen Punkte sehr nahe am Ende des Platindrahts gewählt 
waren. Die Ausschläge nahmen übrigens in Folge der Schwächung des 
Stromes durch die Polarisation nach der Schliessung sehr rasch ab. In quan- 
titativer Hinsicht zeigten sich grosse Unregelmässigkeiten, so dass der Ver- 
such, die Richtigkeit des theoretischen Resultats numerisch zu prüfen, bis jetzt 
erfolglos geblieben ist. 


$. 3. 

Wir behandeln schliesslich noch einen etwas allgemeineren Fall: ein 
unbegrenzter Cylinder bestehe wieder aus zwei concentrischen Theilen von 
verschiedener Beschaffenheit, jedoch sei nicht die Annahme gemacht, dass das 
Leitungsvermögen des Kerns das der Hülle sehr bedeutend überwiegt. Die 
Elektrieität möge in zwei an der Oberfläche der Hülle in derselben Kante 
liegenden Punkten ein- und austreten. Im übrigen seien die Verhältnisse wie 
im vorigen Paragraphen vorausgesetzt. 

Es seien « die Spannung in der Hülle, «' die im Kern, k, k’ die Leitungs- 
fähigkeiten von Hülle und Kern. Die übrigen Bezeichnungen mögen dieselben 
bleiben wie bisher. 

Es sind also die Functlionen «, « aus folgenden Bedingungen zu be- 


stimmen: 








br. 
Br | 
# 




















Weber, über die stationären Strömungen der Elektrieität in Cylindern. 15 
ou 1 ou I ou o’u ‚ Rn 
(1.) r-r— +— -—— + = 0 (n<r<h]), 
a or ee’ 0% 
22, u 2.0 72,0 
’ ou ,1 ou 1 o’u ou 1 z En 
(2.) Zw + — ——+- 5 = 0 (0 RE = N, E 
| or r or r op 0% ETRAR 
a) «ou e.=d Be sm, 
| ou , N’ ou’ ü 
(4) h— = — —-a—-u für r=r,, 
or 3 or 


1: . 


| ı 


endlich an der Oberfläche der Hülle, also für » 


ou Ss ’ 
— 2 u € 608 np) sin(e 3)sin(Sa)dS *). 


or krıı 


\ 
N 


Man genügt allen diesen BENEN durch seh Annahme: 


(6.) y = = - 5 &,c0S| uf sin (£z)sin(&a) F, (5,r)dS, 
ist n 


PEN u ENT RE ; aa 
j 6.) u = pr B. €,C05 2% / sın\ Ss) sin .)DP,( S,r)ds. 
i ST rn e 





Wenn die Functionen F und 2 durch folsende Bedingunsen definirt werden: 
- > ker) 





dr / "ie . N Bi / br . 
Ber = (+ )F. H<r<Hı) 





E r dr . 
8.) 
nn dD,N\ 
Ju) 
er \cb. 0 } r,). 
r dr r" 7 
IF, 
9 — 1 (r=1) 
dr 
i dF, dD l N . ‘ 
10) = -rh-ipP (en) 


P, endlich und stetig für r=V. 
Diese Gleichungen lassen sich durch Desselsche Functionen mil ima- 
ginärem Argument integriren, allein die auf diese Weise gebildeten Ausdrücke 
sind an der Oberfläche gar nicht und bei dünnen Cylindern überhaupt schlecht 


*) Es wird unanstössig sein, dass dieser Ausdruck divergirt; er ist hervorgegangen 
aus der Annahme, die Elektrieität trete an den beiden Stellen 3= ta, r 1, g=0 
durch kleine Flächen mit der Stromstärke S ein und aus, durch den Grenzübergang 
zu unendlich kleiner Ausdehnung dieser Flächen. Dieser Grenzübergang giebt natür- 
lich nur für Punkte im Innern einen bestimmten Sinn. Er ist der Kürze wegen hier 
gleich von vorn herein gemacht, da das Ergebniss offenbar das gleiche ist. Der ge- 
fundene Ausdruck darf dann nicht ohne Weiteres auf die Oberfläche angewandt weı ‚den 
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brauchbar, weshalb dieselben hier sofort in eine andere Form übergeführt werden 
sollen, die schon in mässiger Entfernung von den Elektroden sehr gut convergirt. 

Wir führen zwei neue Functionen f,(9,r),. 9,(9.r) ein, die durch 
folgende Bedingungen definirt sind: 











da 
PAR dr fa 2 
= 6 )f. HZ, 
KRTE I  rdr i 
(1 1.) \ dp 
rd )®. ( r<n) 
If, 
(12.) Fa 1), 
j An _ dm 1, Be N ua 
(13.) dr dr IL es 


p„ endlich und stetig für r = 0. 

Diese Gleichungen, die gleichfalls durch Besselsche Functionen inte- 
erirt werden können, bestimmen 9 als Wurzel einer gewissen, unten näher 
zu betrachtenden transcendenten Gleichung mit unendlich vielen reellen Wurzeln. 
Die Functionen f und g sind durch diese Bedingungen für jedes 9 bis auf 
einen beiden gemeinschaftlichen, von r unabhängigen Factor bestimmt. Diese 
Funclionen wendet man nun an zur Aufstellung folgender Reihenentwicklungen: 


N As . e \ . — ar \ 
/ sin (Se) sin (&)F,(&,r)dE = EZA,sfu(9, r). 
Ele 


se |" 
/ sin (Se) sin(S2) P,(S,r)d = ZA,p.(9; 7), 
D F ö 


worin man sich rechts die Wurzeln der in Frage kommenden transcendenten 
Gleichung der Grösse nach geordnet eingesetzt zu denken hat. 

Wir setzen hier die Möglichkeit einer solchen Entwicklung voraus 
und bestimmen die Coefficienten durch folgendes Verfahren. 

Es ergiebt sich zunächst aus den Differentialgleichungen (11.) noch 
ohne Rücksicht auf die Grenzbedingungen in bekannter Weise: 


(7°—9*) In 9,(9,r)y.(n, r) ra f, 9, r) fm, r)rdr | 


r ; dg.($,r) \ dg,(n, r) 
EACH ec CS 


dafur) Ann r) 5 
- ie ak 
hr CAUZ r) dr -hid;r dr Eh 


dr 
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und wenn man annimmt, die Functionen f,(9,r), 9,(9,r, genügen den Bedingungen 
(12.), (13.), während 7) noch beliebig bleibt, so redueirt sich diese Gleichung auf: 





/ 7” ( ! 
| (79°) m/f" p,.(4,r)y,(n, r)rdr+ 74 f.(Y,r)fu(n, r)rdr( 
he har) ( k RR Fi rl dla r) ) 
(1: y m j np fe N, Fı, oh N7)7 % dr ) 
ACHTE. i N NA 579 qyfdlelnt 
ä k' up Pulnsr 1) -feln, l» + dr ) ) MR 9,1)( dı s 


Genügen nun auch die Functionen f,(7,r). 9,(7,r) den Bedingungen (12.). 
(13.), jedoch so dass 7 = 9' eine von 9 verschiedene Wurzel der auftreten- 


den transcendenten Gleichung ist, so folgt aus (15.): 


| 1 f": | 
(16.) / 9,9, r)p,(F,r)rdr+ E f. (I, r)f, (9, r)r dr 0. 


ve 
0 


Setzt man ferner in (15.) 7==iS, so kann man die Functionen f,(n.r),. y,n,r 

ersetzen durch F,(s,r). P,(s.r),. und es ergiebt sich mit Rücksicht auf die 

F | 

Bedingungen 9); (10.): 

(17.) TS (9, r)$,(£,r)rdr +) * ($,r) ‚r)rdr : an 
: r JE j ö (I # 


0 
Mit Hülfe der Formeln (16.), (17.) ist man nun im Stande, die Coeffieienten 
A,g; in (14.) zu bestimmen. Multiplieirt man nämlich die erste der Gleichungen 


3 i n ) 
(14.) mit fh; r)rdr und integrirt zwischen den Grenzen r, und 1, die 


RL r 
zweite mil —-P, 9, r)rdr und integrirt zwischen den Grenzen O und r, und 
" [) 
addirt hierauf beide, so folgt: 
\ 1 r / (d \2 ö 1 er. } ) 1 
As 277 (9.9, r)) rdr+ “/ (f,(9, r)) r dr 


1 = sin( se) sin( Z) .. 
tn [,» 1)/ 4? 2 aa -dS. 
ı . n 


0 





und wenn man endlich die Integration in Bezug auf S nach bekannten Formeln 


ausführt, so folgt unter ea eines rue: 2: 


er TR (y.(9, Fr) rdr + z m (f,(9, r))rdr\ 
(18.) 


= (3, ) + —2) —/a+:)! 
b: rs g/l, 1) \e . (‚ 





worin das obere Zeichen gilt für 3 > eo, das untere für 3 <e, 
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Setzt man die hieraus folgenden Werthe von A,, in die Entwicke- 
lungen (14.) und diese in (6.) und (7.) ein, so ergeben sich für die Spannung 
Doppelreihen, welche für Punkte, die in einiger Entfernung von den die 
Elektroden enthaltenden Querschnitten liegen, gut convergiren. Was die 
Functionen F\, und $, betrifft, so können dieselben ohne tiranscendente Glei- 
chung aufgestellt werden. Man erhält nämlich: 

F,($,r) = AK,(iör)+BJ (ir), 
(6, r) = CJ (ir), 
wenn die von r unabhängigen Grössen A, DB, C aus den linearen Gleichungen 
bestimmt werden: 
WE (AK,(5)+BJ,()) = 1, 
iSs(AK,(ir,)+ BJ (i$r,)) — ng 


1 .. 
— A K ( Sr )—t- BJ IS ) } -J,( ist 
—_ J 7 iJ P 
( „\® N; T n\t ri) _— 1, 


Die erste Form der Lösung, welche die Functionen F, und &, enthält, ist 
durch die bekannten Sätze über Fouriersche Reihen und Integrale vollkommen 
erwiesen, während die zweite, hier wichtigere Form die Voraussetzung der 
Möglichkeit einer Entwicklung nach den Functionen f,(9,r), 9,09, r) invol- 
virt. Es kommt nun vor Allem darauf an, diese Functlionen f, und y, ge- 
nauer zu untersuchen, und die transcendente Gleichung aufzustellen, von 
welcher die Grössen 9 abhängen. 
Man kann wie oben selzen: 

19, (9, r) = J(9)K,(r9)—K,(9)J,(r 9), 
7 p(I,r) = ad, (r! 
so dass nach (13.) $. 2: 

2 


n$ 





[ h c Bu 
20) 1) = - 
Zur PINFUIRER von a und % ergeben sich aus (13.) die Gleichungen: 


J, ‚)K,(r 9 —K, (9) J( ‚ir }) zn ass (r, 4 


” k | 
= — BA 62 K, ‚(rd ji K, (3 Jr 9 de 


) 


woraus folgt: 
YICHK,E, H-K,CHIE, 9) 





1) “= - en 
icheei, II MI Cr, 9) 
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und endlich ergiebt sich für 9 die transcendente Gleichung: 
(k—-K)K' CHIC, 9 








| 3h k' SI  erehieheienneneneee rege sig EEE 
\ I SK (r H_K (NIC 5) 
(22 \ } n n 1 n nz , 
A 79) KK, IC r, 3) —kK,_ r, 2 J, ri v> 
| J(r, 9) HK, D—-K,9)J, Cr, 9) 


Ich führe einige specielle Fälle an, in denen sich diese Gleichung 
vereinfacht. Nimmt man zunächst % im Vergleich zu % unendlich gross an, 
so folgt die Gleichung des $. 2: 

I(HK,rH—KCHI,e, 9 


(292°. Yh une Mb. 1 en 
a SE IHK H—K (I) Cr, 9) 





Setzt man ferner k=k', so folgt mit Rücksicht auf (13.) $. 2: 


a9°h —J (9) 


29°.) — - —— a 
ca 2 IE HIHKR HD-K,HIT, 9) 





und wenn man % unendlich setzt, so erhält man für den Fall eines Hohl- 
cylinders: 
(22°) JK,(rn9)-K,(I)JI,(r9) = 0. 

Die Wurzeln der transcendenten Gleichung (22.) haben die Eigenschaft, dass 
die dem Fall »—= 0 entsprechende kleinste Wurzel jeden beliebigen Grad von 
Kleinheit erreichen kann, wenn A gross genug ist, während alle anderen 
Wurzeln über bestimmten endlichen von k unabhängigen Grenzen liegen. Um 
sich hiervon zu überzeugen, braucht man nur auf der rechten Seite von (22.) 
die Grenzwerthe für sehr kleine Werthe von 9 aufzusuchen. Dieser Grenz- 


werth ist für » > 0: 
r, N} k(A Pr kA | er 








‚en 
n Fr -r\ 


was sich also von der negativen Seile her der Grenze Null nähert. während 
man für »=0 den Grenzwerth erhält: 
2 k(l—r}) 4: k'r' 


Mn „2 u 
Ir, I—r! 





was für = +0 positiv unendlich wird. Daraus ergiebt sich unmittelbar die 


Richtigkeit der oben ausgesprochenen Behauptung. 
Für sehr grosse Werthe von h erhält man hieraus zur genäherten Be- 


stimmung der kleinsten Wurzel: 


92 Bin, e 





3% 


Li 
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Nimmt man k und Ah als gegeben an, so ist die kleinste Wurzel also, we- 
nigstens für hinlänglich grosse Werthe von k um so kleiner, je grösser %' 
ist. Die verschiedenen Werthe von A werden einen um so grösseren Unter- 
schied bedingen, je kleiner r, ist. 

Um eine Vorstellung zu gewinnen von der Ausbreitung des Stroms 
in dem hier betrachteten Fall, soll wieder die Elektrieilätsmenge be- 
stimmt werden, die in der Zeiteinheit durch einen beliebigen Querschnitt 
der Hülle fliesst, welche gleich und entgegengesetzt sein muss derjenigen 
Elektrieitätsmenge, die durch den entsprechenden Querschnitt des Kerns strömt, 
vorausgeselzt dass diese Querschnitte ausserhalb der Elektroden liegen. Es 


ist diese Elektricitätsmenge: 


> (+27 ou 
0 = Ene | / —rdrdg. 
“Br 03 
N, u) 


Bei der Integration falien die Glieder, welche von y abhängig sind, heraus, 
und man erhält, wenn man von den übrigen Gliedern nur das erste beibehält, 
was für hinlänglich grosse Werthe von z gestattet ist: 


u FSN\EF fi BEN... 1 /Q\ fa EN 
23. OÖ — — Sr, u WW) h 0 \r 1 3) KR, J, Ms) ee e FL (e’*® ee BT 


rk „(1 RP a Ka” 2 
ee. uf Erf Kars))rdr 
i \ 


0 











wo unter % die kleinste Wurzel der transcendenten Gleichung (22.) zu ver- 
stehen ist. Von dieser aber wurde oben gezeigt, dass sie sich mit unendlich 
wachsendem %h der Grenze Null nähert. Der Werth von o nun giebt einen 
Massstab für die Ausbreitung des Stromes. Lässt man in (23.) 9 von po- 
sitiiven Werlhen in Null übergehen, so nähert sich der erste Factor einer be- 
stimmten, endlichen, von Null verschiedenen Grenze, der zweite Factor e””* 
wächst bis 1, während der dritte Factor (e”“— e”"“) bis Null abnimmt. Daraus 
lässt sich auf folgendes Verhalten schliessen. Mit wachsendem Werth der 
Polarisalionsconslanten h (oder des Uebergangswiderstands) wird, wenigstens 
wenn « nicht zu klein ist, die Ausbreitung des Stromes anlangs zunehmen, 
dann aber wieder abnehmen, und bei unendlich grossem A gänzlich ver- 
schwinden. Diesem Grenzfail des unendlich grossen Uebergangswiderstands 
entspricht ein Hohleylinder, bei dem in der That die Gesammtsumme der 
durch einen Querschnitt strömenden Elektrieitätsmenge gleich Null sein muss. 


Zürich im September 1572. 
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Wirkliche Ausführung der ganzzahlıgen Multipli- 
cation der elliptischen Funetionen. 


> 


(Von Herrn L. Kiepert in Freiburg i. Br.) 


Das Problem der rationalen Multiplication der elliplischen Funcetionen 
ist der Theorie nach vollständig gelöst, und zwar sind für seine Lösung be- 
sonders zwei Methoden bekannt. von denen die eine auf der wiederholten 
Anwendung des Additionstheorems beruht, während die andere eine zweimalige 
Transformation erfordert *). Wer aber die praktische Ausführung dieser Me- 
thoden versucht hat, wird sich überzeugt haben, dass sie beide fast illusorisch 
sind, weil nur bei einem sehr kleinen Multiplicator die nothwendigen alge- 
hraischen Operationen zu bewältigen sind. Auch die Multiplicationsformeln. 
welche sich in den Dissertationen der Herren Müller **) und Simon ***) finden, 
würden für einen Mulliplicalor, der grösser als fünf ist, nur mit sehr grossem 
Zeitaulwande zum Ziele führen und ein Resultat liefern, das wegen seiner 
Länge nicht mehr übersichtlich ist. 

Deshalb sollen in dem Folgenden für jeden beliebigen ganzzahligen 
Multiplicator die Multiplicationsformeln in völlig übersichtlicher Gestalt aus- 
seführt werden. Ich will dabei die Funclionen ox und »a benutzen, die 
Herr Weierstrass in seinen Vorlesungen über elliplische Functionen anwendet, 
wozu ich mich um so mehr veranlasst sche, da mein hochverehrter Lehrer‘ 
eine Zusammenstellung der auf dieselben bezüglichen Sätze und Formeln selbst 


zu veröffentlichen beabsichtigt. 


$. 1. Einige Sätze -über speeielle Functionen. 
Ehe wir zur Lösung unserer Aufgabe schreiten, müssen wir wenigstens 


in aller Kürze einige Sätze aus den Vorlesungen des Ilerrn Weierstrass 


anführen. 
=) Vergl. Königsberger, Die Transformation, die Multiplication und die Modular- 

sleichungen der elliptischen Funetionen. Leipzig 1565 bei Teubner. Seite 116 u. 124. 

==) Felie Müller, De transformatione functionum ellipticarum. Berlin 1867 bei 
Calyary. 

*##) Max Simon, De relationibus inter constantes ete. Berlin 1867 bei Calvary. 
Die von Herrn Simon auf der letzten Seite seiner Dissertation angeführten Reeursions- 
tormeln sind in vielen Fällen, bei denen die Multiplieation der elliptischen Funetionen 
angewendet wird, äusserst brauchbar. 
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Es seien 2» und 2w die primitiven Perioden einer elliptischen 


Function, und 
w = ?mw-+2no, 


dann bilden wir das stets convergirende Product 


u: 


u 
u \ a 
w / e 


» 
x 





1.) ou= ul (1- 


wo der Strich bei dem Producizeichen // so wie weiter unten beim Summations- 
zeichen = andeutet, dass m und », die alle positiven und negativen ganz- 
zahligen Werthe durchlaufen, nicht gleichzeitig Null sein dürfen. 

Diese Function oa verschwindet nur für 


u= w—Rmw+Rnw' 


und wird für endliche Werthe von «a niemals unendlich gross. Da es 
zu jedem Werthe von ®w=?2mw-+2nw' einen entgegengesetzten Werth 
vo = — mw —*2nw' giebt, so können wir ww mit — oo vertauschen, ohne dass 
sich die Function ou ändert. Wenn wir daher — u stalt « setzen, so wechselt 
oa nur sein Zeichen, d. h. ou ist eine ungerade Function. 

Aus ou leiten wir durch Differentiation die Function Pu her; es ist 




















nämlich 
dlogou ou oo (u)*) = A a. 3 
du ou an 3 Tr a Te? 
ME d’logou 2. Bü a 1 2 1 ) 
du?” w” (u—-w) w’/’ 
3a u 
a og — 2 s a 
| du’ u’ u —-— Si (u— wo)‘ 
| / (u ) u — 0) 


wo jetzt der Strich bei dem Summenzeichen > fehlt, weil in » = 2mw-+2nw' 
auch m und » einmal gleichzeitig Null sein müssen. 
Aus der Form der Function p'« folgt sofort, dass sie die Perioden 


2o und 2w' hat, denn es ist 
pP (u+20)=pu und P’(u+?w)=p'u. 
Durch Integration dieser Gleichungen erhalten wir 
p(u+2w)=pu+l, Pluto) =pu+l, 
also für „= —w, bezüglich u = — w' 


po =p(—w)+C, po’ = p(—w)+ÜC, 





o' au 


*) Der Kürze wegen schreiben wir — w) statt eg 





y 
N 
+ 
2 
“ 
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Nun ist aber p« eine gerade Function, folglich sind € und €’ gleich Null, 
so dass auch »« die beiden Perioden 2» und 2 hat. Es ist also 

(2.) ou + 2w, — pa und WR? -H2w') = PU. 
Alle andern Perioden, welche »« besitzt, haben die Form 2mw-+2nw', wo 
m und » ganze Zahlen sind, deshalb heissen 2w und 2w' primitive Perioden 


von pn. 
Wenn wir noch einmal integriren und die Integrationsconstanten be- 


züglich 27) und 277 nennen, so kommt 


o' u; o' ‚ ; vo 0 fl 
3.) — (4+20) = — (u) +2n. — (u+2w) = —- (u)-- In. 
( / Ö ( ä 4, 6 JA 4 6 1 Ö l il 
oder 
o' o' ri er #;; ’ 
— (9) = —(-o)+Rn, —(w) = —(—-w)+Rn, 
fr) a f _ A Ei 0 
o' ' . N ’ 
und da — (x) eine ungerade Function ist, 
eh 
! En | 
FF, Ö 
f \ a; PB ı / \ 
4.) n=—(v), 7 = —(w). 
6 Ö 


Die Formel (3.) lässt sich sofort verallgemeinern, und zwar ist 


‚on \ o' / P ' AN o' f | ' 
(3°.) — (uU+2mw -+Rnw') — (u) +Rmn+Rnr). 
J/ 6 J 0) Pr s Ä 


\ 

Eine nochmalige Integration ergiebt in ganz ähnlicher Weise 

(9.) o(a+2mw--Rn w') u en Fre et) 
Die Function ou ist also selbst nicht periodisch, aber sie verwandelt sich, 
wenn man das Argument u um eine Periode vermehrt, in sich selbst zurück, 
multiplieirt mit einem Exponentialfactor, dessen Exponent eine lineare Function 
von u ist. 

Dabei findet zwischen den Grössen w, w, n, n' eine Relation statt: 


' 


es ist nämlich, wenn in — die zweite Ordinate positiv ist, 


u ‚ een u 
EN ‘ ’ ‘ 4 er N, 
„ (6.) Anw—Rnw = ni, 
oder noch allgemeiner 
(6°) 27W—-2 0 = (mn—m'n)ni, 
wobei 
Me ’ nr ’ Ey 
w=mw nd, W=mwW-nw, 
m ) 
\*., / n f ' nf ' f Ar, 
n=mn+nr,. N=mn-+on. 








24 hiepert, ganzzahlige Multiplication der elliptischen Functionen. 


Sollen 2& und 20’ wieder ein primitives Periodenpaar sein, so muss 
mn —mn — +1 


werden. 
Aus den angeführten Formeln folgt, dass die Function 
‚o(u— a )o (u — a,)...0 (uU —d,) 


8) ol) = OA 5 


o(u—b)o(u—b,)...0o(u— b,) 





die beiden Perioden 2» und 2w' besitzt, sobald Fa = &b ist, denn es wird 
beim Einsetzen 


ylu+?2w)=y(u) und ylu+?Rw)=gy(u). 


Es lässt sich aber auch umgekehrt zeigen, dass jede Function, welche die 
beiden Perioden 2w und 2w' besitzt, sich auf jene Form bringen lässt. Dabei 
ist &, 4a, ... a, ein vollständiges System nicht congruenter Werthe von a, 
für welche g(a) verschwindet, und b,, b,. ... b, ein vollständiges System 
nicht congruenter Werthe von z, für welche y(w) unendlich wird. Jeder 
von diesen Werlthen ist so oft berücksichtigt, als seine Ordnungszahl angiebt. 
Kennt man daher die Nullwerthe und Unendlichkeitswerthe einer 
doppeltperiodischen Function (uw), so kann man sie in der durch Gleichung 
(8.) angegebenen Form darstellen. So wird z. B. 
ov— u)o(w-+u) 
(oo)? (ou) 





“a 


(9.) pa—pv = 


a 


20 (u— 0)0 (u — w)o (u--w-+-w) 








(10. Pu = — - — 
u) 00000 (ww) (ou) : 


oder 


20(u+o)o(u-+o)o(u— 0 — 0) 
ow0o00(0 -+-@")(ou)’ 





(10",) Pu = 


Durch Multiplication dieser beiden Werthe von vw und Anwendung der 


Formel (9.) finden wir 
11.) Wu = Alpu— po) (pa—p(w-+w'))(pu— rw). 
Zur Abkürzung setzen wir 
po=e, pPlotw)=e,, po=e,, 
dann ergiebt sich, wenn wir beide Seiten von Gleichung (11.) entwickeln, 
a+te+e 0, 


also 


f 


12.) (Wu = Alwu’—nPu—g, 
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wo | 
#8.) p=-Iee+se+ee)=?la tete), 
(19.) 
93 — 4 e e; E;. 
Weil 


a, 


s(u—cv— Ru, 


o(u—p) = te") 


ist. so kann Gleichung (8.) auch folgende Gestalt annehmen 


o(u— a) (u—a,)...0(uU— U.) AOmnt2un 
- i 2 ss De e N wre a 
o(u—b,)o(u—b,)...o(u—b, 





/ a} f \ Bee Y 
(8".) ou) =%, 


wo aber 
<< —— > [4 rs Be‘ ) ’ 
— ( u Ü 42m VW —TZNV 


sein muss. 
Es giebt noch eine zweite Darstellung einer jeden doppeltperiodischen 
Function gy(a),. die wir erwähnen müssen. Unter den Werthen 5,. 


- 
’3 


b,. ... b, von a, für die sie unendlich wird. seien nur m von einander 


verschieden. nämlich 
bi» Da. . * . Ri 


deren Ordnungszahlen aber bezüglich 
e@, BD .:. M 


sind, so dass also 


A f 
o+ßP+- tu =r 


ist. Nun seien in der Entwickelung von g(w) nach Potenzen von u«—b, die 


Glieder mit negativen Polenzen 
C,. ud) "+6, b) "tel bi) 
und 


| \ a er Fr d’logo(u—b 
\ 14.) Yf U, b, } —— 3 — - -. Ä / = j 
| | Rd du 


1 - 





Entsprechende Bedeutung mögen y(a, b,), ... (a, b,) haben, dann ist 
(15.) Yyw)—-yla,b)—y(u,b)—--—op(u,b,) = g(u) 

eine Function, die für keinen endlichen Werth von x unendlich werden kann: 
da nun aber ihre Ableitung doppeltperiodisch wird, und jede doppeltperiodische 
Funetion Unendlichkeitswerthe haben muss, so kann die Ableitung von g(w) 
höchstens eine Constante sein. Wenn wir nun noch a+2w stalt x und 
a-+2w' statt a in Gleichung (15.) einsetzen. so findet sich, dass diese Con- 
stante Null ist. und dass 


(1 6.) C,ıH+ Gıt'tcnı = 0 
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26 
wird. g(a) selbst ist also eine Constante, die wir mit g bezeichnen wollen, 


deshalb erhalten wir 
17.) gu) = g+yYylu, b)-+yp(u, b)+-+g(u, b,). 


Für den Fall, dass y(») unendlich gross wird von der zten Ordnung nur für 


“== 0, ist daher 
ie „= (—1)1 ‚ d’logou 
f u) an 44T 2 05 $ u Tag 
=, @—M)! 


Aus Gleichung (16.) folgt, dass ce, verschwindet, es ist also 
(—N”-t d"logou 





d’logou , ce, d’logou 4 
— — to 008 . 


ou) = 4 -— u — + <.-.- ——- . ce, % 
FE, J a 2 du’ (n—1)! " dw 


du‘ 


d’log ou ’ 
in WU ıst, 


oder da — — 
du 
f N Ce : 93 BL 
\yau)=g-76C Pu——- Put ee vr IN 
DER 1 el a... "her 
Bi \ } 
| = mtaPua+ ap ar Tas" u. 


(nu) 


ınn 


(ou) 


$.2*#) Bedeutung der Function w,(w) 


Die zu lösende Aufgabe ist: es soll »(nu) als rationale Function von 
‚u dargestellt werden, wobei n eine positive ganze Zahl ist. Zur Lösung 


benutzen wir eine Function 
(nu) 


(it , Ei - u a ’ 
\ l 9.) U N u) un (ou)"" 


Diese Function hat dieselben Perioden wie vw, denn aus Formel (5.) folgt 
(1) et) G (nu) 


on/u-+?2w) = o(nu+?nw) 
Fa )” ern Ho) 0 (nu), 


— 1 
\ 


und 
(0 u)“ Bun (—1 2. er nle+w) (ou)"", 


also 
' r | ‘ \ Age sr \ 
v.ur 2w) —= vu, 


und ebenso 
v,(u+?2o) = w,(u). 


*) Die $S$.2 und 3 enthalten, wenn auch in anderer Zusammenstellung, Sätze, 
die bereits in den Dissertationen der Herren Müller und Simon gegeben worden sind. 


ee 
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Nun wird die Function w,(a) gleich Null für die »»—1 Werthe 


27,0 --2uw' 
u — ae i 
n 





wo 4 und « die Werthe ©, 1, 2, .... »—1 annehmen, nur dürfen A und « 
nicht gleichzeitig Null werden. Unendlich wird w(a) nur für „==0, und 
zwar unendlich von der Ordnung »»—1; deshalb ist, wenn wir w, (a) in der 
durch Gleichung (8°.) angegebenen Form darstellen. 


u 


2) () 2 uw (2? ia: 
/ de lu 4 2, er ) 
. | (u re © )e ) n | 
C n 


[ar\ 
v.(u) = m 
; Tn\ J (er 
(20.) te 


iz 


PR 95 9 Bi; 221n42 F 
ın|o(u + oh a End [£7) )e (+43 un‘) | 








\ 
ae an no 


en 
(ou )"" 





wo der Strich bei // andeutet, dass 4 und « nicht gleichzeitig Null werden dürfen. 
Multiplieiren wir die beiden Ausdrücke für w,(«#) mit einander, so er- 
halten wir mit Anwendung von Gleichung (9.) 


2,w-+-2u ")] 


(21 .) V, (®) .y (u) = ("I [u BT Cmec __ —) 


n\ 


Ist » ungerade, so wird auch die rechte Seite ein Quadrat. weil für 
,+W = u+"==0 mod.n 








ko + Zu =) 4 FEIERN 
[@) - = 9 — > 


7 N 


ist, und sich die Werthsysteme für 4, «u zu je zweien so ordnen lassen, dass 
jene Bedingung erfüllt ist. 

Ist dagegen » gerade. so wird die rechte Seite ein Quadrat, multi- 
plieirt mit Ya)’ = A(pyu)’— gPu—g;. 

Aus der Entwickelung nach Polenzen von « folgt durch Vergleichung 
der Coeffieienten der ersten Glieder auf beiden Seiten 


vr 2 


mn = N. 


>) 


$. 3. Zusammenhang zwischen p(nu) und w,(u). 








Es ist 
l’ v (W)w (WW) —w(u)w (u 
d log v.(u) K- v. ’Y \ ) R Et 
du’ v(u).w(u) 
d’log 6 (nu) ‚ d’logou 
== ——n — 2, — 
du’ du’ 


= —npinu)+npu, 
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also 


(22.) 


p(nu) 


Eine zweite Relation zwischen »(za) und y(w) folgt aus der Formel (9.) 


vu — Pu, 
denn setzen wir 
A, 
kommt 
pnu)—»u 
Dividiren wir auf der rechten 


Rz (n—l)(n—1)+(n- 


(cu 


J 


so wird 


(23.) 


Seite Zähler 


»(nu) = 


yv)w, (u) —w, (uw 





Pu-+- 





nn, u), u) 


(u —u,)o(u,-+u,) 
_. (ou, )’(ou,)” 
u, u=nu, 

o(n- I)uot n + FIm, 


(ou) (onu) 


nl) 


Pu+— 


u) 


\2nn-+.? 
> 


a \ 





’ 


und Nenner durch 


WD —1 (u) Pn4 i (a) 
v.(u)w (u) 


ganzzahlige Multiplication der elliptischen Functionen. 


Es kommt also nur darauf an, w,(w) ganz allgemein zu berechnen, eine Auf- 


gabe, deren vollständige Lösung in dem Folgenden gegeben werden soll. 


| 








Ableitungen von gu. 





S.4. Darstellung der Function w,(w) dureh gu und die 
Es sei 
= gig! ewu a—ı 
(24) fü) = - un 
j irn von 
dann ist 
22 — gewur2ww rl—ıte)g(y— v) 
fiu+2w) = En ( 
i — ET Hau 
an uw —? ut; u) 
Ebenso ist 
flu+2w) = e“—"7",f(u). 


Setzen wir nun 


#5.) v= 


21,0 -+ Zu w' 





wo A und 


die Werthe 0, 1, 


nicht gleichzeitig Null sein —, dann ist 


2Zuw —2nv 


2w w' —2n'v 


n LEERE Zu 
2, n—1 haben dürfen — 
du Bu o , 
Pe... A (N 'w—n0)= — ni, 
N 5 
4). m. 
= —- (0 —-70)=+-, ni; 


2’n+?run 








nur dürfen 


sıe 


a ee TR SO E 


4 
R 
a 
j 
8 
R 
; 

F4 
$ 
Er 6 
a 
$ 
4 
Sr] 
% 





Kiepert, ganzzahlige Multiplication der elliptischen Functionen. 29 


daraus folgt 


(26.) flutr2w): eo" fu . fl(u+2w' e" y, u). 
d.h. f(u) hat die Perioden 2o, 20 zwar nicht, aber wenn man u um eine 
dieser Perioden vermehrt, so verwandelt sich f{u) in sich selbst. multiplieirt 
mit einer n'® Wurzel der Einheit. Daraus folgt, dass die »!® Potenz von 
fu) die Perioden 2w, 2w' besitzt. 
Wir können daher, weil f”(«) nur für « congruent Null » fach un- 


endlich wird. diese Function nach Gleichung (18.) folgendermassen entwickeln 
(27) fu) = atapua+rapu+.- +ap"—»>u. 

Wir haben hierbei », vorläufig noch unbekannte Coeflieienten a,., &. a. ... «.. 

die wir aber dadurch bestimmen können, dass f”(«) mit seinen n—1 ersten 


Ableitungen für « gleich ® verschwinden muss, dass also 


1) a +ap0+ a, Po + ta,p"—"o 0. 
2) aPc +ap’ ct tar" = 0, 
3 ap v+a,p"o-+--+a,p”)v 0, 
n) a + p ta, pr... ta psy" = 0. 


Die erste unter diesen Gleichungen dient nur zur Bestlimmung von a,. die 
andern bilden ein System von »—1 linearen, homogenen Gleichungen mit 
den a—1 Unbekannten «a;, a,, ... a,: folglich muss die Determinante dieses 


Systems verschwinden. 


' 2 (n—1) 


| | 

IM ® PP V% ie 1) Ü 

| | 

Io"; {.. Mur | 

f f .\ o 2 ® Ye ® . » . hu ) | 
(28) Die) =| | | = 0. 

* [2 * [2 [3 * * [2 [ ER 

| 

gr). ve m) 'q- Ip) 





Zur Untersuchung dieser Determinante D,_,(o) setzen wir statt des bestimm- 
ten Werthes ®, für den sie verschwindet, den veränderlichen Werth «; dann 
folgt zunächst, dass D,_,(a) eine ganze Function von pa und „u ist. denn 
die höheren Ableitungen von pw sind ganze Funclionen von pa und »x. 
Vertauschen wir jetzt « mit —«a, so verändern nur die ungeraden Ablei- 
tungen von px ihr Zeichen, während die geraden unverändert bleiben. Dies 


giebt, wenn 
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n—1 „. 
m = —— für unserades n 
2 > 
n—?2 ». : 
und m = —;— für gerades » ist, 


4 2 
— Hu +’ u—p"u —pu+pf'u-r"u .. | 


N 
| 
Lo" Ad IV, | > 21 2 IV 
D ig u u TTPUu-p UP u _4 \m |” ou - pP ua—-p u 2; 
n—1l\ J \ / | 


IL IN - , R 
— Hut p'u—p u u +pYu—p’u 








1 ! 
Pu Pu Tu ...| 


| 

| Iv 

= ( pr Pu Pu Pu .. | 

u Sa / - P 
4 \ 

see —>sıeoeoe... 


also 
(29) D,.(-u = (-1)""D,_,(w). 

Da nun px eine gerade, und »'a eine ungerade Function von « ist, so folgt 
hieraus, dass D,_,(@) für ungerades » eine ganze Function von pu allein ist, 
während D,_,(a) für gerades » eine ganze Function von px ist, multiplicirt 
mit gp'a. 

Um den Grad dieser Functionen zu bestimmen, suchen wir das erste 
Glied der Entwickelung von D,_,(w) nach Potenzen von « auf, welches wir 
erhalten, wenn wir von pa, Pu, ... nur das erste Glied der Entwicke- 
lung in D,_,(a) einsetzen. Dies giebt die Determinante 


— 210 +31 En © | '; ae | 
+ 31a! —4lu” ... Da +Hl)lar 








(— 1)”"7(2Rn —2) ut! 
2!lu” 3lu! a 
- Ay 31a 41!u” ... (at)! 


# ruRE 


| TR, Pr en 
alu” "'(n-Hi)!u”" ... An —-2)e”t 


(Altar 1 RE 


n—? 





In dieser Determinante heisst das Element, welches in der «ten Horizontal- 
reihe und in der ten Verlicalreihe steht, 

(a+Pß) lu; 
da nun aber jedes Glied der ausgerechneten Determinante aus jeder Horizon- 
talreihe und aus jeder Verticalreihe ein Element enthält, so ist der Expo- 








LEBER Warn 2... FOR Aa 


a 
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nent von « in jedem Gliede 
_- 3a — ZB—1.n—1)=—-2(1+2 +... +n—1)-(n-1)= — (mn —1). 


Das erste Glied in der Entwickelung von D,_,(#) heisst daher 


215! n! | 
a ee 
(— > ai .), 4! er Nn- 1)! u 1 
| ® ® | 
n!n+1)! ... (Rn—2)! 


/ \n—1 [* ‘ f 112 nn4-l 
(—1)""'n/213l... n—1)!% 
Die Entwickelung von 9x beginnt mit «”° und die von va mit — dur ’, 


. . A ie A R ’ nn — b 
folglich ist D,_, (@) für ungerades » eine ganze Function —;— ten Grades 


a i i i nn — 4 ; 
von pa, und für gerades » eine ganze Function ——— ten Grades von pw, 


ni 


multiplieirt mit »'w. Der Grad dieser Functionen stimmt genau mit der An- 
zahl der Werthe von »u, für welche sie verschwinden müssen. Denn es war 
D,-ı(«) gleich Null für die »a— 1 Werlhe 


NM : = en 
n 


2,0 + 2uw' 


Ist » ungerade, so geben je zwei Werthe von vo denselben Werth von pr, 
f > ._ nn—1 . Bu; ’ 
so dass D,_,(v) nur genau für —— Werthe von 9” verschwindet. 


N 


Ist dagegen » gerade, so sondert sich der Factor ya ab, der für 
u=w, ©, w-+-w' verschwindet; von den übrig bleibenden »»—4 Werthen 
von e geben wiederum je zwei denselben Werth von »r, folglich giebt es 


nn — 4 


dann noch genau —— Werthe von »a, für welche D,_,(w) verschwindet. 


D,-ı(«@) verschwindet daher genau für dieselben Werthe von »x wie 
v,(u), so dass es also dieser Function bis auf einen constanten Factor gleich 


nn-} l 


ist. Nun beginnt die Entwickelung von w,(a) mit nu und die von 


D,-ı(a) mit (-1)""'n[2!31...(»—1)!w”"t', folglich ist 


k fr! D WER (u) 
(29.\ (si) u (ZT Da-aku) 
(29. W, u 2131... (n- 1)! |’ y) 
oder 
PR Pu ... ru 
| 
— 1)" 1 „ Z (n} 
29° \ w.(a\ er DIS Ge u. VEERURREN, | U Ww U eg wu 
| J Yn\ d [2!3!...(n — 1)!’ | . [ “ 
7 Aue | „u. EEE iu” 
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Diese Darstellung gilt, gleichviel ob » gerade oder ungerade, ob n eine Prim- 
zahl oder eine zusammengesetzte Zahl ist. 
Es sei noch erwähnt, dass die Gleichung 
D,_.(w) = 0 
diejenigen Werthe der Function pa liefert, bei denen das Argument der 
»t° Theil einer Periode ist. 


Man könnte glauben, dass die Ausrechnung der Delerminante grosse 


oO 
Schwierigkeiten macht, dies ist aber nicht in so hohem Grade der Fall, wenn 
man nicht darauf besteht, w,(a) als Function von pa und den Invarianten 9; 
und 9, darzustellen, sondern stalt diese drei Grössen einzuführen, die drei 
Functionen px, Pu und 9" stehen lässt; dann wird die Ausrechnung durch 
Benutzung folgender Formeln, die der Verfasser bereits in seiner Disser- 
tation*) angegeben hat, ausserordentlich vereinfacht: 


[27 »,/ ı ! 
pen 4 | ) 17 —_—+ (2 ’ 

IV N 7 B) N 
w v a 6 u . 29 -1- w' p) J 

\ ı ° r 2} « ‚ ! Z3 \ 
p = br + Teer), 

’ 
ie Br n(n—1) vu 
go‘ -) see 6 (pp 1 - 1 4) go ” 1 ) - 5 ) 1) N “ z - 0... . 
* ne 


In vielen Fällen der Anwendung wird sogar die Ausrechnung der Deter- 


minante gar nicht nöthig sein, sondern es wird w, (w) 


gerade in der Determinanten- 

form wegen ihrer Uebersichtlichkeit am zweckmässigsien zu benutzen sein. 
Der Verlasser hat sich bereits von der Richtigkeit dieser Behauptungen 

bei geometrischen Anwendungen überzeugt, die er demnächst zu veröffent- 


lichen gedenkt. 


S. 9. Erweiterung des Multiplicationsproblems. 

Es sei jetzt nicht mehr die Aufgabe, eine Gleichung zwischen »P(nw) 
und Pa herzuleiten, sondern es sollen jetzt Relationen aufgesucht werden, die 
zwischen 

pyu, P(Ru),. »(d3u), 
und den Ableitungen dieser Functionen bestehen. 

Diese Aufgabe möge zunächst durch ein einfaches Beispiel klar ge- 
macht werden. 


*) L. Kiepert. De curvis quarum areus integralibus elliptieis primi generis expri- 
muntur. Berlin 1570. Calvary. Seite 12. 
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Die doppeltperi odische Function 
o(u— v)o(u— 2v)o (u+3v) 


(30.) Fu) = CD; 4 








lässt sich auf die Form 
(31.) Fu) = 1 +a»u+asp'u 


bringen. Da nun F(w) für w=e, 2e, —3o verschwindet, so ist 
atapv +a,pv == 
a+a»(20)+a,P (2e) = 0, 
a+a,»(3e)—a,P (3er) = 0, 

also 


1 Po P'v 
(32.) 1 #(2r) pP (r)| = O0. 
1 #(30) —P'(30) 





Ebenso erhalten wir 





1 om) p' (me) 
(33.) 1 P(me) P' (me) | = 0, 
1 #(re) —#'re) 





wenn 
r=m+n und mon 


ist. Dabei ist © eine beliebig veränderliche Grösse, ebenso wie u. 
Ganz allgemein lässt sich durch ein entsprechendes Verfahren eine 
derartige Relation finden zwischen 
p(av), Plbe), ... Plme) 
und den Ableitungen dieser Grössen, wenn 


0° (u — av) o?’(u — bv)...c“ (u— mv) 





F(u) = 
\ ) (ou)” 
gesetzt wird. Dabei können a, b, ... m auch positive oder negative ge- 
brochene Zahlen sein, während «, /, ... w posilive ganze Zahlen sind. 


Ausserdem muss 
ea+ßpb+-.-+um = 0 
und 
a+ß+-+u=n 


sein. 
Freiburg i. Br.. September 1872. 
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Auflösung der Transformationsgleichungen und 
Division der elliptischen Functionen. 


(Von Herrn L. Kiepert in Freiburg i. Br.) 





In dem vorhergehenden Aufsatze, welcher die Multiplication der 
elliptischen Functionen behandelte, wurde gezeigt, wie sich #(»«) als rationale 
Function von Pu darstellen lässt; es war nämlich 


y,w)yp,)— y,u)w, (u) 
nnw,(u)w,(u) 





(1) »(mu) = Pu+ 


Das Umgekehrte findet nicht statt, es lässt sich Pu nicht als rationale Function 
von #(nu) darstellen, sondern x ergiebt sich aus Gleichung (1.) als die 
Wurzel einer Gleichung vom Grade x‘, deren Coelfficienten lineare Functionen 
von P(nu) sind. Diese Gleichung ist aber auflösbar, wenn man die Grössen 


2w 20" ’ u . A x 
Ti (=) als gegeben betrachtet, und ihre »° Wurzeln sind die Grössen 
un / f 





li) = 0,1,...n—1, 

n I ERE..E 

Die Auflösbarkeit solcher Gleichungen, welche zur Division der elliptischen 
Functionen führen, ist bereits von Abel nachgewiesen worden (Oeuvres 
completes, tome I., Seite 165 u. f.); hier sollen nun die Wurzelausdrücke 
selbst gebildet werden. Dabei wird die Lösung der Gleichung vom Grade 
»n’ auf die Lösung zweier Gleichungen r!°" Grades zurückgeführt, welche aus 
der Transformation „ten Grades hervorgehen. Als Vorzug der folgenden 
Darstellung ist vielleicht noch hervorzuheben, dass sie gilt, gleichviel ob x 
serade oder ungerade, ob » eine zusammengesetzte Zahl ist oder nicht. 


$. 1. Bedeutung und Darstellungen der Function f(w). 
Zu der AMultiplicationsformel führte uns eine mit f(w) bezeichnete 
Function, die ($. 4, Gleichung (24.) des vorhergehenden Aufsatzes) folgender- 


massen definirt wurde: 
eo (u— dv) 





(2.) fu) —  ° 





Er 


“ 
& 
Ei 
# 
& 
h 








Kiepert, Transformationsgleichungen u. Division der elliptischen Functionen. 35 


wobei 


En 2,0 4-2uw' 2)n+ 2un' 


— 7? Bes 








n 9 n 


war; ihre charakteristische Eigenschaft ist durch die Gleichungen 


24 2)mi 


(3.) flüu+2w)=e " fu), fut2w)=e" f(u) 
ausgesprochen. Diese Function scheint von ganz besonderem Interesse zu 
sein, denn sie führt uns nicht nur zur Multiplication, sondern auch zur Di- 
vision der elliptischen Functionen. Sie ist bereits vielfach verwendet für 
n=2, wo » drei verschiedene Werthe hat, denn dann ist f(w+w'), abgesehen 


von einem constanten Factor, identisch mit 





sinam(ye—e.u), cosam(ye,—e,.u), Jam(ye,—e,.u) g° 





Aber auch für alle anderen Werthe von » giebt es geometrische Verwen- 
dungen dieser Function f(«), wie ich in einem Aufsatz über lemniscatische 
Curven zu zeigen gedenke. Deshalb scheint eine nähere Untersuchung dieser 


Function fia) wichtig zu sein. 
Zunächst folgt aus den Gleichungen (3.), dass f”(w) die Perioden 2w 


und 2w’ besitzt; da nun diese doppeltperiodische Function nur für = 0 
verschwindet, so lässt sie sich in der Form 

4.) FW) = amtaPutaput ta" Pu 
darstellen, wobei sich die Bestimmung der Coelflicienten @, @. ... a, aus 


den Gleichungen 





a+aP0 +apo + +ap"®o =, 

ap'v +apP"o + ta,pf" "op = 0, 

a "ro +a pP! o+.-+a,s""o = 0 

ergiebt, und zwar ist 

A — n u. _ 0 (n—?2) .ı__ gr?) N | 
(vyu—pr) (Paua—-pv) ... (P u—$ Ü) 

. : ' 2 (n—1) „ 

(5.) f'(w) = c|P® Po p ? 

7 prn-Dn p.>’2 7 ee) 





Dabei ist auf beiden Seiten das erste Glied der Entwickelung nach Po- 





*) Vergl. Biermann, Problemata quaedam mechanica, funetionum ellipticarum ope 
soluta. Diss. inaug. Berlin 1865 bei Calvary. 
5 * 
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ienzen von 


p'v Po | 
| 
A nn 22 (n—1), $ i 
(I = c#® 9 © er MR 
972) 9 gl © a, en) | 





oder wenn wir die Bezeichnungen des vorhergehenden Aufsatzes benutzen. 
(-1\"u" = e(r—1)!D, (v)u"; 


es ist daher die Constante 


— (3) 
(n—1)!D,_.() 


Wir können auch f(w) selbst darstellen, indem wir eine elliptische 
Function mit anderen Perioden betrachten, dabei wollen wir aber der Ein- 





fachheit wegen nur die beiden Fälle betrachten, wo 


2) w 
a) v= ee b) ® 


Zum 





n ° 


da diese beiden Fälle für unsere Zwecke vollständig ausreichen, und alle 
anderen aus ihnen leicht abgeleitet werden können. 


( 22 
u) = —e ” 
A ) 21,0 


en 


und werde deshalb mit ra, =) bezeichnet, dann ist nach Gleichung (3.) 


a) Es sei 











ini 


(3°) f(u+20, = ru, me) f(u+ aw', nz eg" fu, 2). 








" 220 
‘s hat daheı (u, - 


2w, und 2w, nennen wollen, weil wir die zu ihnen gehörigen Funclionen ou 
und »z mit o,« und 9,“ bezeichnen. In dem neuen Periodenparallelogramm 





) die beiden Perioden 2» und 2nw', die wir aber jetzt 


wird die doppeltperiodische Function ru, m) unendlich von der ersten Ord- 
nung nur für die Werthe 

0, Zw, Aw, ... 2(an-Nw', 
oder 


20, 4w' 2(n—1)w, 
0, ’ HErzr ’ 











n N n 








EEE 


A 
2 
4 
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Kiepert, 


der vorhergehenden Abhandlung 


0, 20, i 4w' 
(W) 4 a, we Tr a, (m ra 
7 


folglich ist nach Gleichung (17.) 
2ku | 
\rlu, —) = = 47 a 





1 








(7.) 
| 0, ( 2(n —1)ow' 
+4, — rum N 
206 
Nun wird aber, wenn wir e" mit & bezeichnen, 
2) 2ıw 
r(u+20, —®) = ff, 
20, o 1) 20 o 2 (no), 
= 94a, — "(m — (u)+a (u +44, ARE _—— 2) 
g+ 1 er 2,7 ) 0, I 4 o\ - 
20,\| o, «um 2), 





Be "4 Aa, 


- neheraie- ii): )+a,- a, — a (u- 


.- d,.—\U 
7 


! 


. ! .. Ö ! . n 
wobei 7, für (wi) gesetzt ist. Daraus folgt 


oder 
Ferner ist 


oder 


/QO \ 
(9.) 


Aus dem ersten Gliede der Entwickelung der Gleichung (7.) nach Potenzen 


von « ergiebt sich schliesslich noch 


au = —1, 
so dass wir erhalten 
210 27, 0, 0, 4w' 
| Use Sr 6-77 n: 
10.) 
| ee 
| 0, n 


Zu w' 





Eine entsprechende Darstellung erhalten wir für ru z bei der die 


Functionen ou und $ua mit den primitiven Perioden 2nw a 2w' verwendet 
sind. Bezeichnen wir diese Functionen mit 0,« und u und die zugehörigen 
Perioden mit 2w, und 2w;. so wird 
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’ 
Je = rege mr ie). 
ae Be )- 


Durch Differentiation der Gleichungen (10.) und (11.) erhalten wir endlich 
noch die beiden wichtigsten Relationen 


(a, 2,0 

















12.) | 20, 7 ON, Mn 2(n—1) w' 
—= Pure (ur) +2 MIETEN — (u : 2), 
(a, nr 
(13.) 
\ A Butt er p, (u ten (u- ın mi ). 





Schliesslich ist noch zu bemerken, dass 


/ ou—v)o(u-r) | 
u,v0).f(u,—ve) = — = Mm— 
f B) ) N 1, v) (ov)’(ou)’ PU PV 





wird. 


$S. 2. Ueber die Transformation n'" Grades. 

Die ganze Transformationstheorie lässt sich darauf zurückführen, die 
elliptische Function Pu mit den Perioden 2» und 2w' durch eine mit den 
Perioden 2nw, 2w' oder ?2w, 2nw' darzustellen. Diese Aufgabe kann fol- 
gendermassen gelöst werden. Wir nennen die Function mit den primitiven 
Perioden 2» und 2nw' wieder Pu und ihre Perioden 2w,, 2w,, dann wird 
pa in dem Periodenparallelogramm 2w,, 2», nur unendlich für 

20,  4w 2(n—1)o, 


U Be 0, rer ) wa vg > * . . 
n n N 





und zwar unendlich gross von der zweiten Ordnung. Da nun die Entwicke- 

lung von Pu gleich 
| 1 2 

atrou + 

ist, so beginnt auch die Entwickelung nach Potenzen von 


20, 
n 





u— — a—2vw' 





mit 7, folglich ist nach Gleichung (17.) der vorhergehenden Ab- 





2v0, .: 
u— 
n 
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handlung 
9 
14) Pu = Buta lu )4 ala) +.. + lu— rue )_g, 


Entwickeln wir auf beiden Seiten nach Potenzen von u, so ist links das von 
« unabhängige Glied gleich Null, rechts aber 


te), 


Daraus ergiebt sich der Werth von @,, nämlich 








Y 20, 40, 2(n— Do, 
15) +) +), 
/ \ ni .: ’ 2vw' 2vyo' 
(16.) yu = Pur - [ar )- 9, 2 -)]. 


Entsprechend finden wir mit Benutzung der im vorigen Paragraphen einge- 
führten Zeichen 





pa —: Par & |». („- 2vo, 2) p ® 2 )] 
17). 


/ v=-n—l1 2 
Vu, u 
| - FU - M. 9, (a iz _)— ;. 
| 1 


y N 





wenn wir 





EN 2 v=n—l 2vo, 
(18.) G; = R ”,( :) 


y—l n 


setzen. 


$- 5. Auflösung der Transformationsgleichungen. 


Nach diesen Auseinandersetzungen können wir jetzt sehr leicht p,% 
und 9,4 als Summen von „ten Wurzeln aus rationalen Ausdrücken von Pu 
finden, denn wir haben folgende » lineare Gleichunsen mit den r» Unbekannten 

D g 


| Pu, Pu 2er), Br 9, (u Dei 








n n ’ 
\ y a 5 2ro 
1) Pu+G, — wu -4- 5 (u j- - J; 
2 vn 2voW' 
2) fu, = - = 9, u n- = & LACH . x), 








m y—n—1 
n) (a, now = pw 3 np (a 2v@' =). 


Daraus folgt 


AR Ne 


: 

Zu 

5 

'$ 

N 

ä 
F 
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i=n—1 
npu = Pu+G,+ = re), 
(19.) 








np (u er) = pu+ + a). 


n n 
(v - 1, 2, ei n—1). 


Ebenso erhalten wir auch 


np = Pu+ + Ef (n, “) ’ 
(20.) 


un—l 


2v / 2uw' 
n9, (u — =) = Pu+G+ ef (u, zu )- 
n ul n 

















ji j \ ; 
Hierbei sind aber f (a, 2 -) und r (u, er ) die „ten Wurzeln aus sehr ein- 


n n 
fachen Ausdrücken von Pu und seinen Ableitungen, denn es ist 








pu—pe) (Pu-Pr) ... (HrIu- He dp) 
j) 
a n (n—1 
f'(u,0) = e|P® 9 m ' 
prdy perl ee 
also 
p'u u u er 
FR, „ (n—1) 
(21) nf" (wu,e)f(uwe) = ec „© > Ken „ ”i 
per. Head ,,. gan 








woraus sich der Werth von f’(w,©) unmittelbar ergiebt. Man erhebt Glei- 
chung (21.) in die „t° Potenz und dividirt durch die (»—1)te Potenz von 
f'(au,v). Da f'(w,o) nur für „= 0 unendlich wird, so ist die Division stets 
ausführbar, d. h. [f'(w, e)]" wird eine rationale ganze Function von Pu und P'n. 


$. 4. Division der elliptischen Functionen. 
Mit Auflösung der Transformationsgleichungen ist gleichzeitig auch die 
Division der elliptischen Functionen erledigt; denn hat 


Pu die primitiven Perioden ?w, 2w', 
PU m „ „ 2w, = 2, 20, = Inw', 


PU 5 u. .. 20; = nv, = ?nw, 23w, = 2w, = Inw', 


so dass #,u in derselben Beziehung zu #,x steht, wie #,u zu Pu, dann ist 


22) vu= rl), 


n n 








b | er | 
\ jpti 4 
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denn diese beiden doppeltperiodischen Functionen werden genau an denselben ° 
Stellen Null und unendlich, haben genau dieselben Perioden, und die Ent- 
wickelung beider beginnt mit = 

Wenn wir nun aber in den Gleichungen (20.) #,u an Stelle von Pu 


setzen, so kommt 



































in nP,u = Pu+ +3 fl mei), 
20" Pin dal, 
nv, (u— er ee 2 "erupı(m ee ), 
. (v=1, RER 
wonDel 
= Eile), 
. u 
2uw' 9: E- .. )e ' 
fa, — ) ou; zu a, . 
und | | 
en). Gerne) 
fe) ME) rollen) 
ai). len) 





is. Wir können also die Grössen 


p,u, ,( 2, E. .., 9, (n— un) 


n 








oder, da 
PU = r(*) und ?2w, = 2nw 


ist, die damit identischen Grössen 


Bel), Fe), ... Anl Aente) 





n n 


algebraisch durch die Function #,u und ihre Ableitungen ausdrücken, und 


wenn wir 
2uo, 





= u— uw 
n 
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an die Stelle von « setzen, so können wir die »’ Grössen 


u 2o-r?2u ” ı=0,1,2,....n-1, 
u—=ß$(, 1, 2, BE De 





n N 


algebraisch ausdrücken durch die » Grössen 


2 
ee) u=(, 1,2, ... n—1 


n 


und ihre Ableitungen. Nun zeigen aber die Gleichungen (19.), dass 
diese n Grössen wieder durch Pu selbst und seine Ableitungen darstellbar 
sind. Schliesslich könnte man noch »u stalt « selzen und würde dann die 
n’ Grössen 





„(w- 21,0 5 Zu r\ 
algebraisch durch »(ru) dargestellt haben. 
Damit ist die Aufgabe der Division vollständig gelöst, wir haben uns 
nur noch Rechenschaft zu geben, welche constante (von a unabhängige) 
Grössen wir bei der Darstellung verwendet haben. 


Zunächst kommen die mit e®, €, ... bezeichneten »t*% Wurzeln der 
2) 
Einheit vor, sodann haben wir in den Ausdrücken für f"(u, 2) die con- 





stanten Grössen a -); diese sind aber nach dem Multiplicationstheorem 


h) 
. . . y . -() . . . 
sämmtlich rationale Functionen von „(—), einer Grösse, die nach Voraus- 





M) ‚[ 2) 
), so kennt man auch o( = )» 





setzung gegeben ist. Kennt man » 





vf 2A ; . 
p ( Br weil allgemein 
bo 
2. 
Pe=W—-gP—, 
Pig mr 6p° — 29: a 


Ferner haben wir in 





2 0 n n 2 FIR 
(. U — 9, (er) .. 0 (#1 ) U— gr) ( f I) )) 
n n 
n Zum, | y 2uo, \ Be. zj\ (Der 
1 (m, eu) N “ n / ı 5 ) 
Pl zum, ) ER pp (FE) 
n n / 








U 


die Grössen (2 - >) die wir aus Gleichung (17.) berechnen können, wenn 
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wir daselbst o,u statt #« und in Folge dessen #,u statt 9,« setzen. Dann ist 








nämlich 
2y t 2y t 
Pu z—— put z |», (u- rg — nl *.)l, 
n 
also 
2uo, pre: )+ = 3 [» Ge — ro, 2vo, )| 
A — — 5 > FE 
Pl . res .) Y; i R 
oder da 
1 u Fe ee i 
Ppu=—P (=) und 2o,=?Rnw, 2w, = Inw 
n n 
ist, 








r ‘ ' v—n—l ‚y’ Iyrı ya‘ 
23) (le) = ol) IE lee), ey]. 


Ist nun v’ =n—rv, so wird 


( Zuw' — nit er +2 vo 20) p(Zer H va ") 
2 nn P. — en _—oooo . 
n n n 


Wir können also in dem Summenausdruck von Gleichung (23.) immer je 


Zum — 2vw 2um'-- 2ro ; 
zwei Grössen 9 ra und #\ ———-—— ) einander zuordnen, deren 








Summe nach der Formel 


I a\/t n 1 N 
Hurt een 
TV) \ / (pu — p0)° 











als rationale Functionen von \ ) darzustellen ist. Diese 


uw’ / 2vo 
& ) und PL 

n N 

” % . . r ai = t y Din! 
beiden Grössen sind aber selbst wieder rationale Functionen von vl —-) und 


20 Pr r . = . 
=), Grössen, welche nach Voraussetzung bekannt sein müssen. Dass die 


beiden Constanten 


on / 2m vn 72 
G= Zml) ud = 3 9,(%) 
vol v—l 


n n 











y u. ; 20" 2 \ s 
rationale Functionen von v( E ) und P(—*) sind, bedarf nach dem Vor- 
hergehenden keines Beweises. 


£ 20 20" h 
Wir können daher, wenn P(—) und »(—-) gegeben sind, n rationale 


ganze Functionen von »,u und »,u bilden, aus deren n!® Wurzeln die 
6 * 
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Grössen 





=), ae), ... (2 2e-De) 


n 7? 
linear zusammengesetzt sind; und ebenso können wir n rationale ganze 
Functionen von pu und P'u bilden, aus deren nt Wurzeln 


p,u, (u RN, he N RL me, 


n 








linear zusammengeselzt sind. 


Freiburg i. Br., den 8. October 1872. 











Ueber die Transformation der Elasticitätsgleichungen 


ın allgemeine orthogonale Coordinaten. 
(Von ©. W. Borchardt.) 





Wi verdanken Lame ein wichtiges Resultat in der Theorie der 
Elasticität fester isotroper Körper *), welches die Transformation der Diffe- 
renlialgleichungen für die elastischen Verrückungen in ein System allgemeiner 
orthogonaler Coordinaten betrifft. 

Dies Resultat, welches er im Liowvilleschen Journal 1841 p. 52 und 
in seinem berühmten Werk „Legons sur les coordonnees curvilignes“ p. 290 
vermittelst einer langen, aber mit gewohnter Meisterschaft angelegten Rech- 
nung hergeleitet hat, lässt sich in einer Form aussprechen, welche an Ein- 
fachheit nichts zu wünschen übrig lässt. 

Es seien x, y, z die rechtwinkligen geradlinigen Coordinaten eines 
Punktes eines festen elastischen Körpers im Zustande des ursprünglichen 
elastischen Gleichgewichts, £+u, y+e, z+w nach geschehener elastischer 
Deformation, dann hängt, wie man weiss, die Bestimmung von «@, ®, w von 
drei für den ganzen elastischen Körper geltenden simultanen parliellen linearen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung und von drei für die Oberfläche des 
Körpers geltenden Grenzbedingungen erster Ordnung ab. Bildet man von 
den drei Verrückungen «, ve, w die neun Ableitungen nach =, y, z, und 
aus diesen die sechs Grössen 











cu oo ow 
ar 3 
und 
oo, Ow ow , ou ou , © 
ar ra oy " or’ 


welche man mit Herrn Saint-Venant **) die drei Dilatationen und die drei 
Gleitungen nennen kann, so sind für elastische Körper jeder Art die Grenz- 
bedingungen durch diese sechs Grössen selbst und die partiellen Differential- 





*) d. h. deren Elastieität unabhängig von der Richtung ist. 
**) Liouvilles Journal 1863, pp. 260, 262. 
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gleichungen durch die nach x, y, 3 genommenen Differentialquotienten der- 
selben darstellbar. 

Aber im Fall der Isotropie giebt es für die partiellen Differential- 
gleichungen eine einfachere Form. Betrachtet man ausser den sechs Dila- 
tationen und Gleitungen die drei doppelten Componenten der Elementar- 
Rotation 





oy dx 





U oo com V cw ou WW ou oo 


03 oy dx 03 


“ 
d 


und bildet aus den drei Dilatationen die Volumen-Dilatation 


nr er n 
ou  „ © ow 


‚>15 





so haben die partiellen Differentialgleichungen der elastischen Verrückungen 
isotroper Körper die charakteristische Eigenschaft, sich aus den Differential- 
quotienten der vier Verbindungen p, U, V, W zusammensetzen zu lassen. 

Dies vorausgesetzt lässt sich das Zamesche Resultat so aussprechen, 
dass die auseinander geselzte charakteristische Eigenschaft der partiellen Diffe- 
rentialgleichungen auch für krummlinige orthogonale Coordinaten bestehen 
bleibt. Bildet man für ein allgemeines orthogonales Coordinatensystem die 
Ausdrücke der Volumen-Dilalation und der drei im Sinne der wachsenden 
Coordinaten genommenen Componenten der Elementar-Rotalion, so lassen sich 
aus diesen vier Grössen und deren Differentialquotientien nach den drei Coor- 
dinaten die partiellen Differentialeleichungen der elastischen Verrückungen 
isolroper Körper zusammenselzen. 

Es leuchtet ein, dass ein Resultat, welches sich so einfach aussprechen 
lässt, ohne Aufwand von Rechnung herzuleiten sein muss. 

Jacobi hat gezeigt”), dass die Transformation in allgemeine und 
namentlich in orthogonale Coordinaten für die aus der Variation eines mehr- 
fachen Integrals hervorgehenden parliellen Differentialgleichungen erheblich 
vereinfacht wird, wenn man dieselbe nicht an der Differentialgleichung, sondern 
an dem Integral ausführt. 

Diesen von Jacobi für Probleme mit einer abhängigen Variable aus- 
einander gesetzten Gedanken hat Herr Carl Neumann auf das in der Elasticität 


isotroper Körper vorkommende Problem mit drei abhängigen Variablen aus- 


—_ - — 


*) Bd. 56 p. 113 dieses Journals. 
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gedehnt *). Aber in dem vorliegenden Falle reicht die Jacobische Methode 
allein nicht aus, um für die von Zame gelundene Form der transformirten 
Gleichungen eine befriedigende Herleitung zu ergeben. Es bilden nämlich 
die Dilatationen und Gleitungen einerseits, die Elementar-Rotationen andrerseits 
zwei Gruppen von Grössen, für deren jede eine besondere und sehr einfache 
Art der Transformation besteht. Vermischt man dagegen beide Gruppen, so 
kann man in der Transformation solcher gemischter Grössen kein einfaches 
Geselz mehr erkennen. 

Auf den folgenden Seiten werde ich zeigen, dass wenn man beide 
Gruppen gehörig trennt und überdies bei der Transformation der Coordinaten 
in einander die totalen Differentiale anstatt der partiellen Dilferentialquotienten 

Betracht zieht, das Lamesche Resultat fast ohne Rechnung erlangt wird. 

1. Die Grundgleichung der Elastieität, ihre Umformung im Fall der 
Isotropie. Die Gleichungen der Elastieität sind von Green auf eine einzige 
Gleichung zurückgeführt worden, welche ausdrückt, dass die Variation eines 
dreifachen Integrals dem Moment der gegebenen Kräfte gleich ist. Werden 
die Verrückungen als unendlich klein behandelt, so heisst für den Fall 
troper Körper diese Grundgleichung in der Kirchhoffschen Bezeichnung **) 

1) P= RN. 
Darin bedeutet | 
OP aa OP Far) | ) P 


gr 
ae — SAT{Xou -Yde + Zöw) + do (Xdau+(Y)doe+(Z)dw] 


das Moment der gegebenen Kräfte, und zwar umfasst das über die Volumen- 
Elemente dT erstreckte Integral d"P die auf alle inneren Punkte des Kör- 
pers wirkenden, das über die Oberflächen-Elemente dw erstreckte Integral 
JOP die auf alle Punkte der Begrenzung des Körpers wirkenden Kräfte. 


(2 bedeutet das Integral 
2 = JaTIE+ 9’ 


2.) "468 Ey n)4 EIET (452) + u: JR: IC 32 


0% oy 


Diem 








Oo nn / 
ou cv © Wo 
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| COX oy 92” 
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*) Bd. 57 p. 281 dieses Journals. 
**) Bd. 40 p. 55 dieses Journals. 
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K und K® sind die beiden Constanten der Elasticität. Das in dem Integral 
‘2 vorkommende Glied —gsp, welches sich in den Kirchhoffschen Unter- 
suchungen nicht findet, ist hinzugefügt, um den von Duhamel und Herrn Franz 
Neumann untersuchten Fall mit zu umfassen, in welchem eine in den einzelnen 
Theilen des elastischen Körpers ungleich vertheilte Erwärmung 


s(z, y, 2) 
zu den elastischen Deformationen mitwirkt. Die als Factor dieses Gliedes 
auftretende Constante g hängt durch die Gleichung 


9 = 2(1+3P)e 
von dem linearen thermischen Ausdehnungscoefficienten e des elastischen 
Körpers ab *). 
Reducirt man nach den Vorschriften der Variationsrechnung die 
Variation d2 auf ihre einfachste Form 


2 = IPRA+H+HINPL, 


wo 0” den aus einem Volumen-Integral, d“’ den aus einem Oberflächen- 
Integral bestehenden Theil der Variation bezeichnet, so spaltet sich die Grund- 
gleichung (1.) in die beiden Gleichungen 

(1) d®P= KlML, 

(17) d®P= KINN. 
Die letztere, welche die drei Bedingungen für die Oberfläche des elastischen 
Körpers in sich fasst, ist im Allgemeinen einer weiteren Vereinfachung nicht 
fähig. Die erstere dagegen, welche die drei partiellen Differentialgleichungen 
in sich fasst, lässt eine wesentliche Vereinfachung zu und zwar durch eine 
Umformung von 042, welche mit der oben erwähnten im Falle der Isotropie 
eintretenden charakteristischen Eigenschaft der partiellen Differentialgleichungen 
gleichbedeutend ist. 

Setzt man 
45 = UN +W, G=-A+B+E, 

wo U, V, W wie oben die doppelten Componenten der Elementar-Rotation 


ov ow ' ow ou ou ov 


Be = he — u — 


03  0y’ U 0’ u os 





*) Man vergleiche Franz Neumann die Gesetze der Doppelbrechung des Lichts in 
comprimirten oder ungleichförmig erwärmten unkrystallinischen Körpern. Abhandlungen 
der Berliner Akademie aus dem Jahre 1841 p. 100, woselbst d = 4 angenommen ist. 
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und 4, 8. € die Functional-Determinanten zweiter Ordnung 


ov ow ov ow cow ou ow ou ; ou 0v ou ©v 


’ 





— nn mn ——— Te 





— m 
“ — 


4 0% 03 0’ 02 0X ox 02 or 0y oy 0x 
bedeuten, so kann man © unter der Form 
EC = 9’+25—26 
darstellen. Führt man neben £2 die neuen Integrale 
2! = faT25+1+Mp—gep), 1’= fdTS 


ein, so hat man 

2 = '-2T. 
Das Integral /' ist aber kein dreifaches oder Volumen-Integral im eigentlichen 
Sinne, sondern ein Oberflächen-Integral. Wie nämlich ein einfaches Integral 


. Pr » 
Süs-L, 
q OX 


unter welchem ein Differentialquolient steht. kein eigentliches Integral ist, 
sondern nur von den an den Grenzen der Integralion statllindenden Werthen 
der Function f abhängt, so ist allgemein ein »faches Integral 


fAz....dr, BE Far... gute, m—ın 

e ; O(T,... Em) ' . 

unter welchem eine nach m der » Integrationsvariablen z,, ... x, genommene 
Functional-Determinante M steht, kein eigentliches »faches Integral, sondern 
höchstens ein a—1faches. Denn da M auf die Form 


If mM \ I’fm\ 
M un HM) uk be AM, 2 ER ea 0 oh, Min) DH $ n— m 
or, or, OLn Yo ; of, 
OLu 


gebracht werden kann *), so ist das betrachtete Integral nicht von den 
Werthen der Funclionen f}. ... /, innerhalb des ein » faches Continuum bildenden 
Integrationsbereichs, sondern nur von den an den Grenzen des Continuums 
stattfindenden Werthen abhängig. Unter diese Categorie fällt für »=3. m—2 
das Integral **): 


= fardy dz(A+B+0). 


*) Jacobi, theoria novi multiplieatoris Bd. 27 p. 203 dieses Journals. 
**) Der Werth von J’ als Oberflächen-Integral wird durch die Formel 


BE == Soil u.p — eu ]cos(v, 2) + [v.p — er]cos(v, y) + |w.p — zw]cos(v, 3) 


gegeben, wenn man für irgend eine Funetion f von x, y, z mit ef den Ausdruck 


© o MH 
ef = - BE: u. f 4 —ıw 
or .0oy 0% 


=} 


Journal für Matliematik Bd. LXXV]. Heft 1. 
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also ist /' und mithin auch d/' ein blosses Oberflächen-Integral *). Mit Be- 
rücksichtigung der Gleichung 

2 — 2’—-2T 
und wenn man die Theilung der Variationen d in die Theile 0% und d 
auch für die übrigen Integrale durchführt, ergiebt sich daher J®"7'= 0 und 


IN = IAML. 


Durch diese Umformung geht (1°.) in J®PP=KdI® AR! über. Es gieht 
also im Fall der Isotropie folgende vereinfachte Form, unter welcher sich die 
partiellen Differentialgleichungen der Elastieität in eine Gleichung zusammen- 
fassen lassen: 


(3.) IP — KIN, 
DEE Seren page a 














i u. IWw ww ou ou od \” 
), (Ke-l?+V W=(2--- se (= z)- he. ) 
4 / 0) u + oy + 0x 
e. ou y 2 E ow 
0X oy 03 


2. Transformation der linearen Dilatationen. Im Folgenden werde ich. 
wie bereits in $. 1, den Buchstaben & als Operationszeichen für die elastischen 
Variationen brauchen, sodass, wenn f irgend eine Function der Coordinaten 
bedeutei, f-+ef den Werth von f nach geschehener elastischer Deformation 
bedeuten soll. 

Die in unendlich kleiner Entfernung vom Punkte (x, y, z) stattfindenden 
Verrückungen kann man bekanntlich aus zwei Arten von Veränderungen des 
Elementes dT zusammensetzen. von welchen die erste Art in den linearen 
Dilatationen ohne Drehung besteht. 

Es seien x, y', » die Coordinaten eines zum Element dT gehörigen 
Punktes in seiner ursprünglichen Lage, r die Länge der von (x,y,z) nach 
v,y,z) gezogenen Geraden, «, «&,, «, die Cosinus der Winkel, welche diese 
Gerade mit den Richtungen der wachsenden x, y, 3 bildet. Bei der elastischen 
Deformation verwandle sich r in r+er, so ist bekanntlich die lineare 


und mit (, 2), ®,y), (,z) die Winkel bezeichnet, welche die nach Aussen gerichtete 
Normale des Oberflächen-Elements dw mit den positiven Seiten der Coordinatenaxen bildet. 

*) Der besondere Fall, in welchem sich das Integrationsgebiet von Z’noch weiter 
einschränkt, kommt hier nicht in Betracht. 
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Dilatation — durch die Gleichung 











er j | 
en Roy 4 Ein “\ 
re u el due '; k= 0, 1, 2) 
( 
gegeben, wo 
2 3 Bj 2 
[94 706, Eu 0, — 1 
und 
ou ov om 
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u Or ' il oy 02 ’ 
ov ow ow ou ’ ou ov 
a | u ur 
da y— ( - 2 “ d a — en m ) d — 9 \ z—— - ). 
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Die beiden in dem Integral 2 vorkommenden Ausdrücke &, p lassen sich 
in den Coefficienten «a,, in der Form *) 


Me ZA, 
p == 24, 


darstellen, sie sind simultane Invarianten der beiden quadratischen Formen 


4,00, Io; 
= 


ih 
und bleiben daher für alle orthogonalen 'Transformationen unverändert, d.h. stellt 
man die lineare Dilatation in irgend einem gerad- oder krummlinigen ortho- 
sonalen Coordinatensystem unter der Form 

— = Ebußiß: 
dar, wo 9, Pi, Pr die diesem Coordinatensystem entsprechenden Richtungs- 
cosinus bedeuten, so haben GC und p in den Grössen 5,, dieselben Ausdrücke, 
wie in den Grössen a,. 

Es seien 0, 0,, @, drei Functionen von x, 9%, 3, Welche ein ortho- 

gonales Coordinatensystem bilden, also do, de,, do, lineare Functionen von 
dx, dy, dz, welche der Gleichung 


2; 2 ” Pe do’ , do; , de; 
dx +dy +ds’ = PR LurTE 7 


2 








genügen. 
In dem geradlinigen rechtwinkligen Coordinatensystem der x, y, 3 
sind x, ®e, zugleich die elastischen Variationen der Coordinaten und die 


*) In den im Folgenden vorkommenden einfachen oder Doppel-Summen sind dem 
Index ; oder k oder beiden die Werthe 0, 1, 2 beizulegen. 
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Verrückungen im Sinne derselben. Im System der 0, 0,. © ist dies nicht 
mehr der Fall. hier stehen die elastischen Variationen &o, &0,,. &0, der Coor- 
dinaten und die Verrückungen R, R,. R, im Sinne der wachsenden 0, 0,, ® 


durch die Gleichuneen 


in Verbindung mit einander. 
Die Coordinaten der beiden unendlich nahen Punkte (x,y,z) und 


x',y,z) im neuen Systeme bezeichne ich mit go, @,. 9 und ©’, @,, 0; dann 


ist ihre Entfernung r durch die Gleichung 


= (HERE) 


gegeben. Nach geschehener elastischer Deformation geht r’ in 


| 2 /0--0o+8e0'—80\ , (0, — 0, +80, —E0, Y St, —2e\ 
r+er)” = \ a Se Tr a ee Be - -) 


h--eh ‚eh, / 





über. Von den drei Brüchen, deren Quadrate die rechte Seite dieser Glei- 
chung bilden, transformirt man den ersten, da die elastischen Variationen als 
unendlich klein zu behandeln sind, vermöge der Gleichungen 























r l ! 
0— 0 -+ £0'— 0 eh 
It ta 0—0)+2.0'—E0\, 
h + eh 
00 ,, ii: . Be 7 Ä 
E0 —E0 = ——(0 —0)+ ———(0, —0,) (0 — 0) 
00 \N dä og, YA Yı)T oe, ‚02 \ J 
in 
0 — 0 + 80'— €0 (4 080 .h\0—o, de 0, —o, 080 0,— 0, 
_ = Er WET wu ee ie _ u a ie Fe 
h+eh \ co h h cp, h 00, h 


Indem man diesen Ausdruck und die beiden ähnlich gebildeten in die 
obige Gleichung für das Quadrat von r-+er einsetzt, ergiebt sich für die Di- 


’ er 
latation — das Resultat 
r 








er a 
— = Zb,PiPr; 
7 eÄ 
wo 
/ 0&0, eh, N 1e- 020; , hr Ei) 
= nn — 1( — 4 — 
x 8) h; " -"\hk 0% | 0 ’ 
) s 0; > > „7 
PB; = he P+PA+Pp=1. 





Borchardt, Transformation der Elastieitätsgleichungen. 53 


Da & und p dieselben Ausdrücke in b,, wie in a, haben, so ist 


> 2%, p= 2b... 


ık i 
Hiermit sind die im Integral £2 vorkommenden Grössen in das Coordinalten- 
system der 0, 0,, © transformirt, und der neue Ausdruck dieses Inteerals 


wird. wenn man zur Abkürzung 


r, Ev, 
setzt, der folgende: 
: R . do.do, do 
ä ri 4 2 r Bi - 
‘2 faı ı&--6p— asp), dT=- ——, o=hll, 
H De or, re; ! h; ot, h« ot, 
(9.) = 2:b, Ken -- 3, ed —+- 5 
ik 00, h;, x O0 hr 00, h, oo 


\ 
m N 
|, Sb, =D - (=), = KR. 
’ N oo; [0] 
3. Transformation der Elementar-Rotationen. In diesem Paragraphen 
soll die durch die elastischen Deformationen bewirkte zweite Art von Ver- 
änderungen des Volumen-Elementes dT' betrachtet werden. welche in einer 
Drehung des Elementes ohne lineare Dilatationen besteht. Die doppelten 
Werthe der drei Componenten dieser Drehung um die Axen der x, y, = sind 
: 
> oy oOI 0% oy OT 


UOx% 


ow oWw ou ou or 


daher ist das Quadrat der ganzen Drehung identisch mit der im Integral 2 
vorkommenden Grösse 5. welche durch die Gleichung 
45 = U’+V’+W° 

definirt wurde. Diese physikalische Bedeutung lässt schon von vorn herein in 
‘5 eine Invariante bei der Transformation in allgemeine orthogonale Coordinaten 
erkennen, aber der invariantive Charakter von % ist verschieden von dem der 
oben transformirten Grössen G,„ p. Die weiteren Entwickelungen werden 
zeigen, dass die beiden Arten der Invariabilität in einem adjungirten Ver- 


hältniss zu einander stehen. 
Betrachtet man neben den Differentialen der Coordinaten irgend eine 


andere Art unendlich kleiner Aenderungen, welche die beiden Grössensysteme 
x”, %, z und @, 0,. 0 gleichzeitig erleiden, und bezeichnet diese Aenderungen 
mit dx, dy, dz und do, de,. do,. so stehen diese Variationen in denselben 
linearen Beziehungen zu einander, wie die Differentiale. sie erfüllen daher 
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auch die nämliche Bedingung zweiten Grades, und man hat gleichzeitig 


‘ ; i 
de’ +dy'-+de’ = hi + de, , de; 


a A 
Er & u ön° do? Ö 
): +02 — nd u 0; ‚ 
ine Dan h’ + h° ur 


Aus der Uebereinstimmung der linearen Beziehungen folgt überdies, wie man 
sich leicht überzeugt, die dritte Gleichung 


dedac+dydy-+dzsdz — 





. do, de, , de,de, 
2 u A 2 : 
h h; 
Multiplicirt man die beiden ersten dieser drei Gleichungen unter Anwendung 
der bekannten Formel für die Darstellung des Products zweier Summen dreier 
Quadrate als Summe von vier Quadraten und zieht von dem Resultat die 
quadrirte dritte Gleichung ab, so ergiebt sich 


FHYHZF SER IRN, 
wo 
t = dyds—dzdy, Y = dsdac— dedz, 3=dedy—dydz, 
MR an m Irde— dee, dodg, —dg, öQ 


S —— 
h,h, i hh SB in hh, 


2 











Indem man in 


dedc+dydy+dsds — nn 1 ea . m” n = 





die Variationen Ö in elastische Variationen & vor und 


4 _R 
A * 





setzt, erhält man 
ude-redytwdz = = ode + 0,de,+ 0, de; 
oder, wenn man zur Abkürzung 
f(d2e) =ude+rdy+wdzs, g(do) = ode+0,de,-+ 02 de, 
setzt. 
fidx) = g(dp). 
Diese Gleichung wird durch die linearen Beziehungen zwischen dx, dy, dz 
und do, do,. do, identisch befriedigt, sie besteht daher auch, wenn für die 
Differentiale Variationen gesetzt werden, man hat also 


f(02) = 9(de). 


Indem man die erste dieser Gleichungen variirt, die zweite differentiirt und 
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aus beiden Resultaten die Dillerenz bildet, ergiebt sich *) 
If(de) —- df(dx) dgy (do) —dg (do) 
oder in entwickelter Form 
XZU+YVY+3W KS+HRS+N.S,. 


Wo 


= 06, 00, ‘ _. 00, do‘ m oO Co 
© = hıkr( E} ©, hh.(- ._ r ©, hh,( a 
[4 


oo, 00,7 ‘ oo OD, 0, do 
Aber man hat folgenden bekannten algebraischen Satz: 
Sind X. 9, 3 und R, R,, R, zwei Systeme von Variablen, welche 
linear von einander abhängen und zugleich der Bedingung 
+HY+3Z = MIN R: 
venügen, und stehen diese beiden Systeme mit zwei anderen Systemen U, W. 
W und ©, ©,. ©, durch die idenlische Gleichung 
ZU+YV+3W = RSRS, +R:S; 
in Verbindung, so sind die neuen Systeme ebenfalls linear von einander ab- 
häneig und genügen ebenfalls der Bedingung 
U+V+W' - &+6-+6©:. 
Hiermit ist die Transformation von 


25 = 4 U’+V’+W’)= 


in die neuen Coordinalen ausgeführt, die Grössen 4, 4©,. 1&, sind, wie 


) 


—) | Fr u 


| Den 


man sich leicht überzeugt, die Componenten der Elementar-Rotalion um die 


Richtungen der wachsenden 0, 0,,. %&. Da p bereits in $. 2 transformir! 


worden ist, so sind jetzt alle in das Integral 42 eintretenden Grössen in die 


neuen Coordinaten ausgedrückt, und es ergiebt sich für 42’ der Werth 


dodo, de, 


Q' — /aT 2% +(1+6)p—aspl, dT= 


w F 


. Buih. 


(u 








vr) >. Ö J; Oo 0} 
(6 ) 48: > GV. 8, = h.hı ae ). 
\ es i 001 00; 
| oO (ho R 
u.’ Zu % ‘ rin F 
P=W— — ( ). 0, a en, 
e a Zu 


wo {Al eine positive Permutation der Indices 012 bedeutet. 
Der Transformation für die Verrückungen. welche in der oben ge- 


*) Man vergleiche die Abhandlung des Herrn Lipschiiz, Bd. 70, p. 77 dieses Journals 
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brauchten Gleichung 
z fi do 


u 
D h; E 


ude-+edy+wdz = Fo0,do, 
enthalten ist, lässt sich eine ähnliche für die Momente der gegebenen Kräfte 


an die Seite stellen. nämlich 


- \ = ru ’ r \ . P; \ 
Xdu-+ Ydoc+Zdw = FE — dr 


i h, ' 


SP,h.do,. 
' 


und man transformirt demgemäss die Momente der gegebenen Kräfte durch 
die Gleichungen 


(IP = faw KX)du+ (NY)do+(Z Z) dw) = fdu 2 zZ Or, 


—; 
. 
r 


Is®P— / ATX du-+ Yoo + Zodw] = Jatrz P.h,do,. 


wo P, und (P 


im Sinne der wachsenden o, bedeuten. 


;) die Componenten der gegebenen inneren und äusseren Kräfte 


4. Die partiellen Differentialgleichungen und Bedingungen für die 
Oberfläche in allgemeinen orthogonalen Coordinaten. Um die partiellen Dillfe- 
renlialeleichungen und Bedingungen für die Oberlläche in fertiger Form zu 
erhalten. kommt es jetzt noch auf die Entwickelung der Variationen 0’. 
und If’ an. Ist ein Integral 





ge a i .. dodo, do. 
ı)  SaTfl-- _— vo... PR dI er Se 4.k—=0. 1,2) 
u 6) 0: in) ds E 
vorgelegt, so ist bekanntlich die schliessliche ‘Gestalt seiner Variation 


U x farı| dr, | —_ =@ Dr er .) IH I+2/aw dr, 2 = h, Fu cos(v, 0,), 











wo 
of u  E 
Me or,’ de „6 
0 —— 
OP; 


und (”,0o,) den Winkel bedeutet, welchen die nach Aussen gerichtete Normale 
des Oberllächen-Elements dw mit der Richtung der wachsenden o, bildet. Daher 


hat man 


k > u \ | 
MASAE, pe P: de Br ] — fj} c0S| v,0,) . 
se k [28 


wo 
f = S+0p’—asp. 


Ebenso hat man 


vv... 


Zen 


vi 
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‘ 7 ; r \ n m VÖ 1 nr 
INN — x /ardo,| F" re ® — ( F:)]. 
ta OD;  G 2 


F= 25+(1+409)p’—gsp, 


F' FM oF 
00; 06; 

O 
op, 


Setzt man in f für E und p ihre Ausdrücke 


w22 or, we oh, N 0%, uk % 
& — b', Pr b, A re u ke. u) FT b, _ er Zu u 
uk 0; ii k OD, -h. 0% h, 0% - 


w/ 50 =) 
-Sb,=-02- 
p 2 i 00 
ein, so ergeben sich für die in d‘’f2 vorkommenden Ableitungen f‘, f} von 
f die Werthe 


% - 
= 2b.+0p— 3935, = bar, 


Se 
a [dus = C„cos(v, O,), 
ı ih 


c;=b,+0p—-493s, cv bu. 


[2 


und daher 


wo 


Substituirt man diesen Werth von d'’f2 und den Werth (7.) von d"’P 
die Grundgleichung 

op = KO®"L 
für die Bedingungen an der Oberlläche, so erhält man die drei Bedingungs- 
gleichungen für die Oberfläche, in den neuen Coordinaten ausgedrückt, in der 
sie alle drei darstellenden Form: 


’O\ ! 2 ala, ww aNne ’ ne /# > 
(8.) [b,+0p-— 43slcos/v, o,)-+b,cos(v, 9,)+b.cosir, 9) = SK An 


_— 


wo ikl eine Permutation der Indices 012 bedeutet und 

ar u... 8 SE [z u, he = |, 

‚ a r o0; h;, & 0 R3 > h, co  5i co 
ein Resultat, welches, wenn s=0 gesetzt wird, mit den Lameschen Formeln 
p. 281, 282 seiner Legons sur les coordonnees curvilignes übereinstimmt. 


Setzt man in F für % und p ihre Ausdrücke 


en 00; 001\ cf 6 co Äh 

-38, &=hhl - —), p=@a2| — —-+0 — 

48 = ’ \öp ID, co J F \o % '00 
NV VA + St 
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wo ikl eine posilive Permutation von 012 bedeutet, und führt die Grösse 
g = — 2(1-+9) pas 


ein, so ergeben sich für die in 0% .2’ vorkommenden Ableitungen F', F', F; 
von F die Werthe 


2 


vi Ö h; An 2 h 2 
F' = 5 -—— "4; F; ai h; q, F; = 18 kl) h;h, ©}, 


00, © 





wo (ikl) die positive oder negative Einheit bedeutet, je nachdem ikl eine po- 
sitive oder negative Permutation von 012 ist. Demnach erhält man für 
0')£2’ den schliesslichen Ausdruck: 
990 = Zfatdo,\m I + (ihl) BER 

| 09, Au co 
Substituirt man diesen Werth von og und den Werth (7.) von dJ®"P in 
die Grundgleichung 

IP = KILL 
für die partiellen Differentialgleichungen, und seizi fest, dass ik! eine positive 
Permutalion von 012 sein soll, so ergeben sich die drei partiellen Differen- 
tialeleichungen, in den neuen Coordinaten ausgedrückt, in der sie alle’drei 
darstellenden Form: 


a re Kg, kB 
\t .) > ei Ta: — Ta 


00: hr 00; h hu c&a KK Ah’ 





wo ikl eine positive Permutation von 012 bedeutet. und 
pP , 








Ä I © > (hie, R, 
9") © = hl — Ir) q=2(1--N)p—gs, p=@28 bn - pi =—: 


09, \ ®© hi 
Diese Gleichungen stimmen, wenn s=( gesetzt wird, mit den Lameschen 
Systemen (25.), (26.), (27.), p. 290, 291 seiner Legons sur les coordonnees 
curvilignes überein. 


Berlin, im Januar 1873. 





Ergänzung zu dem Aufsatze „Ueber die Formen 
der Curven dritter Ordnung.“ 


Bd. 75 pag. 159. 


(Von Herrn H. Durege in Prag.) 


Bei der Aufzählung der möglichen Gestalten, welche die allgemeinen 
Curven dritter Ordnung annehmen können, findet sich pag. 158 eine Lücke, 
indem eine Curvenform und die dazu gehörige Uebergangsform fehlt. Diese 
Lücke ist dadurch entstanden, dass ich vorausselzie,„, es könne niemals ein 
Curventheil ganz frei von Asymptolen sein, sondern es müsse ein einen Theil 
einer Curve dritter Ordnung bildendes Oval immer imaginäre Asymptolen 
haben: was in der That nicht richtig ist. In dem so eben ausgegebenen 
ersten Hefte des sechsten Bandes der „mathematischen Annalen“ hat Ilerr 
Schröter eine Curve dritter Ordnung besprochen und auf pag. 102 abgebildet, 
welche drei reelle Asymptoten und ausserdem ein Oval besitzt. Hier trili 
wirklich der Fall ein, dass ein Oval gar keine, auch keine imaginären 
Asymptoten hat. Das würde natürlich unmöglich sein, wenn das Oval für 
sich allein eine vollständige Curve bildete. Es geht also hervor, dass in 
Bezug auf das Vorhandensein imaginärer Asymptoten die Curven nur im 
Ganzen betrachtet werden dürfen. 

Man hat demnach bei denjenigen Curven dritter Ordnung, welche aus 
zwei abgesonderten Theilen bestehen, zwei Fälle zu unterscheiden: eniweder 
schliesst der eine Theil sich der einen, der andere den beiden anderen 
Asymploten an. oder alle drei Asymptoten gehören zu demselben Theile 
Der für den ersten Fall im Texte gegebene Beweis, dass eine aus zwei 
Theilen bestehende Curve dritter Ordnung der ersten Galtung angehören muss. 
behält dann auch für den zweiten Fall seine Gültigkeit und zeigt. dass der 
den Asymptoten angehörende Theil derjenige ist, von dessen Punkten lauter 
reelle Tangenten ausgehen, und der mit U bezeichnet wurde. Dieser zweile 
Fall bietet aber nur dann eine besondere Curvenform dar, wenn keine ima- 
ginären Asymploten vorhanden sind. 

Hienach sind den pag. 155 angegebenen, die erste Gattung bildenden 


Curvenformen noch die folgenden zwei hinzuzufügen: 


. 
he a 
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Drei gerade Asymptoten. Der Theil U besteht aus drei ins Unend- 
liche gehenden Stücken: je zwei nicht demselben Stücke angehörende Aeste 
schliessen sich der nämlichen Asvmptote an. S bildet ein Oval. } 
Fine gerade und eine parabolische Asymptote. (Uebergangsfall.) Der 
hs 


Theil 7’ besteht aus zwei ins Unendliche sehenden Stücken: der eine Ast 


jedes Stückes schliesst sich der geraden. der andere der parabolischen 
\symptote an. 8 bildet ein Oval. 

Ich ergreife diese Gelegenheit. um hier zu erwähnen. was mir bei 
Abfassung des Aufsatzes unbekannt war, dass die Trennung der allgemeinen 


Curven dritter Ordnung in die beiden sowohl durch ihre Form, als auch durch 


nre Tangenteneigenschaften sich unterscheidenden Gattungen schon früher von 

Herrn Cremona aufgestellt wurde in der Abhandlung: Considerazioni sulle 
curve piane del terz' ordine (Battaglini. Giornale di matematiche. Tom. 11. £ 
pag. 78. In dieser Abhandlung ist unter Anderem auch gezeigt. dass die i 
beiden erwähnten Curvengalitungen analytisch durch das Vorzeichen der Dis- 
( 


eriminante R charakterisirt werden. 


Prae. 


13. Januar 1873. 
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Kine neue Theorie der Gonvergenz und Divergenz 
von Reihen mit positiven Gliedern. 


(Von Herrn Paul du Bois-Reymond in Freiburg i. Br. 


Einleitung. 
B:i Untersuchungen über bedingte Reihenconvergenz kam ich öfters 


in die Lage, mit Reihen mich zu beschäftigen, deren Glied die Form hat: 


/ | 1) 
xp) w,—- W411» 


wo lim.:o, Null oder unendlich und lim.x(p nicht unendlich ist. Nun. einmal 
aul diese Reihe aufmerksam geworden, enteing es mir nicht, dass aus ihren 
unschwer zugänglichen Eigenschaften die ganze gegenwärtige Lehre von 
der Convergenz und Divergenz der Reihen mit positiven Gliedern und noch 
manches Weitere mit erössester Natürlichkeit fliesst. so dass es mit Hülfe 
obiger Form des Reihengliedes, ein Leichtes ist, jener Lehre durch strengere 
jeeründung und durch sachgemässe Verknüpfung ihrer Theoreme den bis jetzt 


ihr fehlenden Charakter einer mathematischen Theorie zu verleihen. 


Zur Prüfung einer Reihe auf ihre Gonvergenz oder Divergenz dien! 
in den Fällen, wo ihr Glied «, nach Factorenfolgen fortschreitet, und es 
schwierig wird, die Abnahme des Gliedes selbst gehörig beurtheilen zu können. 


i Up4i DE 
die Untersuchung der Veränderung von = -„ weil aus diesem Verhältniss die 
Pr 


Factorenfolgen häufig herausfallen. Dem entsprechend wollen wir Criterien erster 
Art solche nennen, die sich auf Untersuchung der Veränderung des Gliedes selbst. 
ı,, der Reihe beziehen, und Criterien zweiter Art, solche die das Verhältniss 


u 


= betreffen. Ausser diesen Benennungen führe ich gleich die Bezeich- 
pP 


nungen ein: 
p=hp, logp=Lp, log(logp) =Lp, 
L’’(p) = Lpup..-L,_plip- 


Die bekannten Criterien erster Art lassen sich stets auf die Unter- 


suchung des Limes von: 


+p (u)/f, 
e’’u,. ul.“ (pP) 
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l 
> 
k n v ’ U, PER nd >. 
zurückführen. Das Cauchysche auf lim. | —-— 1} bezügliche Criterium *) 
pP 


und die ihm nachgebildeten schärferen Criterien direct, wie Herr Bertrand 
1 


ir 


gezeigt hat **), und das auf u? bezügliche Cauchysche Criterium hat sein Ent- 
decker selbst zurückgeführt auf das Criterium zweiter Art, welches den 
lim. - - prüft ***), ein Criterium, das seinerseits ohne Mühe als mit dem 
Criterium e’”’w, gleichwerthig erkannt wird. 

Parallel den obigen logarithmischen Criterien erster Art sind die lo- 
garithmischen Crilerien zweiter Art ermittelt worden, welche die Untersuchung 
des Limes von: 

VIER I) N \ Up-1 

L’(p)-L’(p+1)- “7 
verlangen. Das erste dieser Criterien (für r=0) ist von Raabe +) entdeckt, 
von Duhamel--;) wieder entdeckt worden, und Herr Bertrand, der zum 
Raabeschen die schärleren Criterien hinzufügte. hat auch in einigen Fällen 
die logarithmischen Criterien zweiter Art auf die erster Art zurückgeführt 
(l. ce. pag. 48). 

Neben den bisher angeführten und mit ihnen noch fast ausser Zu- 
sammenhang bestehen die bald nach dem Raabeschen veröffentlichten allee- 
meinen Kummerschen Criterien 77-7). die ihrer Form nach gemischte Criterien 
erster und zweiter Art sind. Das Kummersche Convergenzeriterium laulet: 


„Die Reihe Zu, ist convergent, wenn es gelingi, eine Function y(p) zu 
> . de R ER HM, Aa\ . : 
finden. der Art, dass lim.g(p)w,=0, lim. (4 | dee -g(p-+1 ) nicht Null 
1 2 ie 
p+1 


ist.” Das Aaabesche Üriterium hat Herr Kammer allerdings aus seinem Cri- 
terium zefolgert, allein bis jetzt ist die wahre Bedeutung des zweiten Theiles 
des Kummerschen Criteriums als nothwendige allgemeine Form aller Criterien 
zweiter Art, welche gerade die Untersuchung von lim.»,gp(p) überflüssig 
Analyse algebrique, 1821, pag. 157. 
**, Liouvilles Journ. 7, pag. 37. 
==) Analyse algebr. p. 59. 
) Dieses Journal, Bd. 11, Zeitschr. f. Math. u. Phys. von Ettingshausen und 

Baumgärtner, Bd. 10. 
7) Liourilles Journ. Bd. 6. 
ir) Dieses Journal, Bd. 13. 
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macht. schwerlich erkannt. Wenigstens sagt Herr Bertrand in seiner Dilferential- 
rechnung über das Kummersche Criterium *): „Cette methode se distingue des 
regles precedentes par Ja grande indetermination, quelle laisse subsister dans 
Ie mode d’applicalion, et qui souvent est un avanlage pour ceux qui savent 
habilement en profiter.‘“ Aber die Theorie lehrt gerade, dass gar keine Un- 
bestimmtheit in der Art der Anwendung des Criteriums vorlieet. und dass 
man praktisch für die Function g jetzt nur die Wahl der in den logarithinischen 
Criterien zweiter Art auftretenden Grössen ZL}’(p) hat, während der Art. VN. 
und die Analvse der Art. IX.sqgq. freilich weiterhin zeigen, wie das in Rede 
stehende Criterium auch alle möglichen Criterien zweiter Art umlassen müsste, 
welche schärfere Prüfungen geslattelen, als die jetzt mit der Funclion ZU’ p 
erreichbaren. 

Der Klarlegung dieser Verhältnisse ist das erste Gapitel der Abhand- 
lung gewidmet, während das zweite sich mit der eingehenderen Untersuchung 
der Reihen Iy(p)(w,- w,;ı) beschäftigt. Im Anhang zu dieser Abhandlung 
wird gezeigt, dass die logarithmischen Üriterien nicht ausreichen, um die 
Convcergenz jeder Reihe festzustellen. 

Ich mache auf die in der Natur der Sache liegende dualistische Gegen- 
überstellung von Convergenz und Divergenz aufmerksam, der zu Folge fast 
alle Sätze doppelt auftreten. 

Auch wenn dies nicht ausdrücklich bemerkt wird, sind die nach dem 
sanzzahlig oder stelig sich verändernden Argument p geordneten Grössenfolgen 
steis so gedacht. dass sie entweder nirgends wachsen, oder nirgends abnehmen. 


Birstes Capitel. 
Ueber die Reihe mit dem Gliede y(p)|w,—w,4+1}, Wo lim.z(p) weder Null noch unendlich. 
l. 


Es sei die Differenzenreihe: 
Po z \ 
= (w(p)=yw(p+1)) 


vorgelegt. Sie convergirt stets, wenn lim. w(p) endlich und bestimmt ist. und 
divergirt, wenn lim. w(p) unendlich ist. Die etwas allgemeinere Reihe 


| 
2, (v(p)-y(p+1)) 


*) 1. 'Th., pag. 244. 











j.» 
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convergirt, wenn die Differenzen w(p)— ıv{p--1) ihr Zeichen nicht wechseln, 
wenn lim.‘ p) endlich ist, und lim., nicht gleich Null ist. 
Sie dirergirt, wenn die Differenzen w(p)—w({p-+1) ihr Zeichen nicht 
wechseln, wenn lim.w\p) unendlich ist, und lim.%, nicht unendlich ist. 
Ungewissheit herrscht im Falle lim. w/p) nicht unendlich und lim. %, 
Null. oder lim. w(p) unendlich und lim.4, unendlich ist. 


11. 
Es kann das Glied jeder Reihe auf die Form 


| | 
1.) ,= ,, mp y(p 1)) 


gebracht werden, auch wenn wir. wie dies in diesem Capitel durchweg ge- 
schehen soll. . von Null und Unendlich verschieden annehmen. Dass wir für 
jedes vorgelegte Glied «, die Gleichheit (1.) immer herstellen können, leuchtet 
ohne Weiteres ein. da wir im Falle der Convergenz der Reihe Iw, setzen 


können vi p)=9,+9,.1+". 4,=+1. ım Falle der Divergenz vw p)=u, ++ +%,_ 1. 
;,=—1. Würden wir im Falle der Convergenz w(p)=u+w4+ "+u,_. A,=1 


gesetzt haben, so würde lim. ı/p) von Null verschieden gewesen sein. Es ist 
hier am Ort zu bemerken, dass wir, ohne die Allgemeinheit zu beschränken. 
in der Umformung \1.) des Reihengliedes stets lim. w(p) Null oder unendlich 
annehmen dürfen. Denn im Falle lim. w(p) dies nicht sein sollte, kann man 


für up) einsetzen w,(p)= w(p)—- w(»e). und lim.,(p) ist dann Null. 


11. 
Die Function w/p, ist das Maass der Convergenz oder Divergenz der 
Reihe >u,. 


Nehmen wir die Reihe convergent an, so ist: 


” 4 
nz n . u \— „__ 
3 P-veHN)=2; 


/ ct. and 
. (a P. ı p+1 \) +25 LT” — 7) (p) u ; (p+1 )) : 
v 7 L 


Von den beiden Gliedern rechts nimmt bei wachsendem p das zweite wegen 
RE h acc dann 

lim.\--— 5) 0 rascher ab. wie das erste. Die Geschwindigkeit der Ab- 
nahme des Restes wird also durch die des ersten Gliedes bestimmt. welches 
den Werth —-w(p hat. Ist daher R, = $Yu,. so ist 


> 


R, 


w \P) 


lim. 


5 
# 
$ 

b] 
$ 
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weder Null noch unendlich. Nehmen wir zweitens die Reihe divergen! an, 
1 ’ 1 


und setzen wir U, : ut 4 + %,_,, So Ist U= sn (w(1)- v(p))» We 
’ ! l ! an >. i 
ein. miltllerer Werth aus re Tal ae Mithin ist im Falle der Divergenz 
1 2} p I 
U, 
lim. ——- 
w(p) 


weder Null noch unendlich. 
IV. 


| er 
u 7 (w(p) — v(p-+1)) fliessen sämmtliche Cri- 
pP 


terien erslier und zweiter Art. Die Criterien erster Art erhält man aus der 


Aus der Umformung 


Bedingung, dass in 

ale ER 4 

yv(p)— w(p-+1) h, 

“ * 1 ® ® nd .. . . . 

lim. pv(p) und lim. — nicht unendlich sein dürfen. wenn die Reihe sicher con- 


‚p 
vergiren soll, während sie sicher divergirt, wenn lim.ıv(p) unendlich ist und 


lim. — nicht Null. Die Criterien zweiter Art ergeben sich aus 


A, 
| v(p)—w(p-1) 
(HI. —— =h,, 
Un 
wie wir alsbald sehen werden. 
V. 


Wir erledigen zunächst die Criterien erster Art. Führen wir für w/p 
eine Folge schwächer und schwächer verschwindender Functionen ı",. ı,. 
ein, so wird die Bedingung, dass die rechte Seite in 
u, _ 1 


vv) 3 


nicht unendlich werden darf, gestatten immer schwächere Grade der Con- 





vergenz zu constatiren, da die Abnahme von w(p) gleich der des Restes der 
Reihe I, ist. Führen wir dagegen für w(p) eine Folge w, w 
immer schwächer unendlich werdender Functionen ein, so wird die Bedingung. 
dass lim. —— nicht Null werden darf, immer schwächere Divergenzen verrathen. 
” 
Für die Convergenz ist es am naheliegendsten als Folge der Functionen 


... diese 


’ ı 


WETTE, EEE :. » m > 0 
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zu wählen: und entsprechend für die Divergenz als Folge der Functionen 
(N) (2) 
A 


a A 
am zweckmässigsten, weil wir bis jetzt mit anderen wohl definirten Funclionen 
keine schwächeren Ab- oder Zunahmen darstellen können, und weil für die 
obigen Funclionenfolgen die Grösse w\p)—w(p-+1) sich darstellen lässt. Be- 
zeichnet man generell *) mit e eine Function mit dem Limes 1, so ist 


037 ER 1) . ei" | ‚ et") 


p*” —(p+1)” = mop:"', 


iX 


© “) 
rm \__/rm u - » = J 
l P, ; (pP I l i Ui) \ 
4) \P) 





Führt man die Ausdrücke rechts in das Criterium I. ein, so folet,. dass die 


Reihe I, convergirt, wenn von den Grössen: 
2 4 e”? u I-+ m u / y! Hm u l / I+ m 0 
(3, TE * TE 7 in 7 7; ae © © 222 SUR m 


inmal eine für p= vw nicht unendlich wird. und dass sie divergirt, wenn 
von den Grössen: 


‚—ınp 1—m I— m lI— ın 
(4. u BET EEE, 


l 
einmal eine für py= x nicht verschwindet. Selzt man in den Divergenzcri- 
terien m=1. so erhalten sie die gebräuchliche Form: 


r »,Pp pP 
>. a ae a. Eu. 


die. wie leicht zu übersehen, keine geringere Tragweite hat wie für jeden 
anderen Werth von m. 
v1. 
Was die Criterien zweiter Art betrifft, so folgen sie aus Il. durch 
Einführung einer neuen Function g(p) mittelst der Relation 


Br, E \ 

v\Pp) = WP\P)» 
und indem man die über Convergenz und Divergenz entscheidenden Eigen- 
schaften der Function w(p) auf g(p) überträgt. Setzt man »,p(p) in 1. ein, 


) D.h. dass » ohne Index geschrieben wird, wo dies zu keinen Missverständ- 
nissen Veranlassung geben kann. 
**) Man erhält diese Formel am bequemsten, indem man auf Z,p, l,p, ... die 
Formel !(41+u) = vu, wo lim.u = 0, lım.v = 1, anwendet. 2. B. ist 


(pH Di | )= (1p4 te pn Wr M aplı- 7) 





& 
# 
x 
% 

‘ 
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so erhält man 


’ ‚ Ya _ 
(11°. ) o(p)—-go(p-+1\— n 
- F\P) PIPT® Un ” 
in welcher Gleichung also das dem Criterium zweiter Art eigenthümliche Ver- 


uU, 4 ı 


hältniss enthalten ist. 


u 
v 
Indessen so ohne Weiteres wie bei den Crilterien erster Art lassen 


sich die Gleichungen: 
.ı\ \ ‘ / \ HM, | , u\ 
6.) v(ep)=u,9(p), Yy(p-p(p+l)- 4,®) 


zu ÜCriterien nicht verwenden. Denn da nach dem Obigen die Reihe Zu, 


convergirt,. wenn lim.gp(p)u, und lim.%, nicht unendlich sind, und divergirt, 
wenn lim. A, »ndlich, lim.a,g(p) aber unendlich ist. so ist man scheinbar dureh 
die Umformung (11".) nicht weiter gekommen, da wir für ein gegebenes Reihen- 
glied «,, statt eines, die Grenzwerthe von zwei Ausdrücken zu untersuchen 
haben. von denen der eine sogar genau die Form der Criterien erster Arl 
hat. Die obige Transformation wird erst dadurch zu einem Criterium zweiter 
Art, dass, wie im folgenden Art. gezeigt wird, unter Umständen die Unter- 


suchung des zweiten Ausdrucks diejenige des ersten überflüssig macht. 


vn. 

Wir nehmen fortan «, und g(p) positiv an, so dass 4, mit vw p)—w(p-+-1 
zugleich positiv oder negativ ist. Wenn alsdann lim.7, positiv ist, so kann 
v(p)=w,g, nicht wachsen. und ohne dass es nölhig wäre w,y, weiter zu 
untersuchen, erkennen wir an der Positivität von lim.2,, dass die Reihe X, 
convergent ist. Unendlich darf lim.7, offenbar auch sein. 

Was den Fall eines negaliven lim., betrifft, so wollen wir voraus- 
selzen, es sei durch anderweitige Betrachtungen in Bezug auf eine gewisse 
Function p(p) (z. B. y(p)=1) festgestellt. dass keine Reihe Fa, conver- 
giren kann, bei der nicht lim.g(p)u,=0. Wird jetzt lim.A, negativ, so muss 
w(p) nothwendig wachsen, d. i, v(p)—w(p-+1) muss gleichfalls negativ sein. 


* * | f 4 * ” [2 . * 
weil ja u, = ——- (w(p,—yr p-+-1)) positiv ist. Dann kann aber lim.ıv p)=lim.u, | p 
L 


*) Bis auf einen kleinen Unterschied in der Form sind dies die Grössen des 
Kummerschen Convergenzeriteriums. Der Unterschied in der Form wird gehoben, 


i | 
wenn man —- (w(p)—w(p+1)) = ”,,ı und nicht = u, setzt. 
‚p 


g* 
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nicht Null sein, mithin kann, I«, dann auch nicht convergiren. Dieser Schluss 
gilt offenbar auch, wenn lim.4, = — © ist. Ans der Negativität von lim. 4, für 
eine Function g{p), bei welcher jede Reihe I, divergirt, für die nicht 
lim.r(p)u,=0, folgt also w(p)=lim.u,y(p) = x, ohne dass es nöthig wäre 
diese Grösse besonders zu untersuchen. 

In beiden obigen Fällen macht daher allerdings die Untersuchung der 


, u 
m a \ / s p+! . . a ” F; .. 2 ERROR. “ 4 D 
Grösse p(p)—y(p+1) ww diejenige von p(p)w, überflüssig. Dies Ergebniss 


fassen wir zusammen in dem Satze: 
Es seien g(p) und u, positive Grössen. Ist dann erstens 


. x . U +1 . . 
lim.(p(p) -p(p+1)H) — lim. A, 


7m 


positiv, so ist die Reihe Zu, convergent. Es sei zweitens p(p) so gewählt, 
dass I’u, nur convergiren kann, wenn lim.p(p)u,—=0 ist, so divergirt zu, 


\ 


m . B ü \ f U,r . . . 
> ap wi; u / \ } r ’) 738% / / f \ Zn 
allemal, wenn lim.(p(p) g(p-+1) un negativ ist, und lim.y(p)u, ist dann 


unendlich. 

An sich reicht dieser Satz vollständig aus, um mittelst der Criterien 
erster Art jede Schaar von Criterien zweiter Art darzustellen. Indessen stösst 
der Beweis, dass alsdann die so erhaltenen Criterien zweiter Art überhaupt 
Entscheidungen liefern (dass A, nicht immer Null sein kann) auf Schwierig- 
keiten, wie auch die stufenweise Verschärfung nicht klar durchschaut wird — 
was übrigens an allen mir bekannten Convergenztheorien ausgesetzt werden kann. 
Die Brauchbarkeit der Criterien wird eben nicht a priori festgestellt, sondern 
durch den Erfolg an Beispielen *).. Wir werden über diese Dinge zur Klar- 
heit gelangen, indem wir w durch g und A ausdrücken, so dass wir an diesem 
Ausdruck sofort erkennen, welcher lim. verschiedenen Funclionen p(p) und 
den zugehörigen Functionen 4, entspricht. Einige allgemeine Sätze, von 
denen wir bei dieser Untersuchung Gebrauch machen werden, schicken wir 


vorauf. 


*) Das HKummersche Doppeleriterium trifft dieser Vorwurf nicht. Er führt den 
Beweis, dass seine Criterien bei jeder Reihe ausreichen. Indessen bedarf er zweier 
Criterien von verschiedener Form, eines für die Convergenz, eines für die Divergenz, 
von denen das zweite weder erster noch zweiter Art ist und sich auch nicht in ein 
solehes überführen lässt. Auf das Kummersche Divergenzeriterium komme ich im 
Art. XVI. zurück. 
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vm. 
Satz. Wenn die Reihe Iu, convergirl, und yı, %s, ... ist eine Reihe 
gegen Null abnehmender Zahlen, so ist 


. Un Upyı ... 
a se una 
/p Up ) Yr+ ı Un a a 


Dies ist evident. 
Satz. Wenn die Reihe Zu, divergirt und die 7 nehmen wieder gegen 


Null ab, so ist auch 


- E. 


lim. — Be u 
yuTtY%, a pp 


Beweis. Wir nehmen natürlich die Reihe im Nenner ebenfalls di- 
vergent an. Hat man nun eine divergente Reihe I«,, und man bildet die Theile: 


m 7 
zu+ Zu, 
1 pP i pP 

m+Ä1 


so kann man m und » so gegen unendlich wachsen lassen, dass 


n 
> u, 


m--I 


er u 
m 


Eu, 
i 


L 
ist. Denn da Fa,= x ist, so kann man z. B. für jeden beliebige grossen 
de 


Werth von m einen solchen Werth des » angeben, dass 2 u, > € u,). Nun 
l 


m-+I 
mögen m und » so ins Unendliche wachsen, dass 
+ 4, 7> Eu,) 
: l 


bleibt, und m und x, so, dass 


N, m 2 
by “ Y ba y' Aa 
pp er > &y,0,) 


m- 


bleibt, und N sei stets — der grössten von den Zahlen », »,. Bringen wir 


jetzt den Bruch, um den es sich handelt, auf die Form 


m 
Eu, 
1 
} 

v Ha 
>=u Zw 
m+Ä ml 

"N pi m ’ 

Ss ru, S Ypüp 

ES _ Summe 
S Ypü) 


m+M 





so wird der erste Factor offenbar unendlich und der zweite Eins. 0. E. D. 


va 
a 
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Satz. Wenn die Reihe w+w-+---- divergirt, und die Zahlenreihe 
Yı» Yas ».. nähert sich nur wachsend oder nur abnehmend der Grenze Y 
so ask: 


“ 


p p 

- Ypüp I. Zr 

(7) e = ® .x(p): 
wo z(p) ein kleineres Unendlich oder eine grössere Null hat, als jede noch so 

. 

Zu, 
niedrige Potenz von e‘ *). Denn der Exponent in 

p + 

pP Yo )Up 


ı 


xp) = e 


n 
hat nach dem vorigen Satze ein kleineres Unendlich als Zu,, mithin auch 
= u, 


/ 
als e&u,, wo c eine ganz beliebige Zahl. 
= Up: 


IX. 
r . wer . » ui 2 en F \ n Eu / \ u +1 
Nun eliminiren wir w, aus y(p)=u,p(p), 4, = p(p)-p(p+1)—E { 
. » 
wodurch wir erhalten: 
/ 2 
vipD)—w(D- 1) —= w(p) Pr A 1 
WITTEN CHE 
Lösen wir diese Differenzengleichung recurrent auf, so folgt: 
3 (1 A, 
= f f < os pp) 
(8)  w(p+1) = v(i)e ac 


eine Relation, die uns über alles Fragwürdige Aufschluss geben wird. Im 








j ji v,\ 
Falle lim. p(p) = x, ist log( 1- —-)= — —2 2, wolim.e.—1. und es wird: 
p(P) r o( 0) $(p)’ p ’ 
P_ OpÄ, 
(9.) vep-+1l) = vll). ! 7 P), 


welchem Ausdruck wir noch zwei andere Formen ertheilen wollen. Wegen 


des dritten Satzes Art. VIII. erhält man: 


p 1 ; 
A 
% 


Sn | BE Ders 
(10.) w(p H1) — ee l f P) y, 


wo x ein kleineres Unendlich oder eine grössere Null hat als eine Potenz 
*) Wenn zwei Grössen g,, Ah, für p = sw beide Unendlich oder Null werden, so 
hat g, das grössere Unendlich oder die grössere Null als h,, wenn lim. IP — x, und 
? 
> . - , .. * * p * 
wir bezeichnen dies mit 9, >Ah,, während 9, Qd4, einen endlichen von Null verschie- 


5 ( j} 
denen lım. Ip bedeutet. 
j 
P 
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| 
u Sy ® - * . * 
von € +(P), und diesen Ausdruck können wir wieder schreiben: 
. re 
A, = % ee; — 
11 w(p+1) e | 2 / 


wo lim.z=VU. 
X. 
Zunächst ist von der unendlichen Mannigfaltigkeit wachsender oder 
abnehmender Funclionen y ein Theil auszuschliessen, weil er kein Interesse 


bietet. Im Falle lim.g(p)= 0, lim. nicht Null, muss dieser Limes negaliv 


. . Up-1 . . . . 12° 
sein, und lim. <—— muss unendlich sein, wie dies aus dem Anblick von 


Un 
, \ . 4 U pr . . . .. « 
y(p)—-y(p+N——=4, hervorgeht. Dies entspricht den höchsten Graden 
MU, ® 


der Divergenz, und man hat alsdann wegen ($8.): 


Fig (P) + Fly P) —A,) 
v(p+1) = v(l).e ' - 
wodurch der Grad der Divergenz ausgedrückt ist, in welchem die zweite 
Summe gegen die erste vernachlässigt werden darf. Der zweite auszu- 
schliessende Fall ist der, wo g(p) so stark unendlich wird. dass die Reihe 
im Exponenten von 


v(p+1) = e 
couvergirt. Dieser Fall ist deshalb ohne Interesse, weil wir dann lim. ıw(p) 
von Null und Unendlich verschieden erhalten, und wir wissen. dass man diesen 
Fall stets auf lim.w(p) = 0 redueiren kann, indem man w(p)—w(%x) stalt 
w(p) schreibt. Es bleibt also nur übrig, g so zu wählen, dass lim.y nicht 





gleich Null und 3- divergent ist. 
l 


(pP) 
Um aber ganz freie Bahn zu haben. wollen wir voller Präeision zu 


Liebe noch einen Satz beweisen. 


X. 


a ’ 
Satz. Wenn lim.g nicht Null und Z>——- divergent ist, und dasselbe 


(pP) 


von einer Function y, gilt, deren Verhältniss zur ersten für p=%x weder 


Null noch unendlich ist, wenn endlich 
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lim. ((p) Pp+H)H = lim.}, 


Up 
weder Null noch unendlich ist, und man setzt: 
lim (« (p)—- Yı(p-+1) rt) lim. ? 
-\Yı\l pı(p+ Eee — 11M.4,, 
so ist: 
PP), 
$(P) 
Beweis. Zunächst kann lim.%,, nicht Null oder Unendlich sein, wenn 
lim.A, es nicht ist. Denn setzen wir 


n(p) = w,p1(p) = w{p) 


lim. ),, = lim. 4, 


\ PX (pP) 
(pP) ' 


1 
= 7m Yı(lp+l)), 


so folgt im Falle der Convergenz der Reihe Xu, 





Zu, = w( 
v DR] ı(Pp): 
. . 7 u 1 . 
wo 2. ein mittlerer Werth aus den Grössen —-. 2 „... Ist. und weder 
[Aı»] rs ip Ay 
ie ala 
vip) _ PP .„ noch —— werden Null oder Unendlich. 
vo) (mM ’ wo ) 
Im Falle der Dee hat man . 
P 
zu, = H&n, 
1 og p' 


zu setzen, und wie im Beweis des zweiten Satzes Art. VIII. p' so zu wählen, 
n pl 


dass Eu, z. B. stets — u) ist. Da alsdann 


p' 








p 
Zu, = 7,  ((p)- -w,(p+1)) 
p ‘Ip 
p'—1 pP 
= Zu, 
ist. und - ”—— — weder Null noch Unendlich werden, so gilt das 


w,(p he v (p-H1 R i 
Nämliche auch von 4,,. Nun haben wir: 
op Äh)  y Pohip_ PP) 


y_ 
ut BE 
vptl)=ce IP, plpil)=oe PP mm 





und wenn der Limes von: 
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. . .. E>o 1 . ® 
nicht Null noch Unendlich sein soll, während doch F _——— divergirl, so muss 


wegen lim.e, = lim. v,, = 1 
1 7 . ° #0 )) 
lim. A, == lım. h P (P) 
u 1 “D\ » | 
sein. 0. E.D. 


All. 


Dieser Satz hat zur Wirkung, dass es uns jetzt freisteht, die Funclionen 
p, welche eine Folge von Criterien liefern sollen. ganz nach unserer Bequem- 
lichkeit zu wählen. wie dies bei den Oriterien erster Art offenbar ohne Wei- 
ieres gestattet war. Denn wenn irgend eine Function y einen endlichen po- 


36 > . / / Unrtt en E 
sitiven oder negativen Limes von y(p)—y(p-Ä1)- liefert. so thut dies 


1 
” ” * . (ip ” “ * .. * 
auch jede andere ,. die einen endlichen lim. ergiebt. Somit können wir 
i 
.#* . . x oe ° r 
also nunmehr zur Aufstellung jeder möglichen Folge von Üriterien zweiter 
Art schreiten. Betrachten wir den Ausdruck für das Convergenz- und Di- 


vergenzmaass ; 
v,4 
in WERTE, 
f 1 \ fı\ )) 
v(p-+1) = Ce F P, . 





f 


ep 
Reihen Zu,, jenachdem }., positiv oder negativ ist. Indem wir für g(p) 


f ur 
so erhalten wir, 2 ——— divergent vorausgeselzl, convergente oder divergente 


eine Folge 
yılpı MP)» 


immer schwächere Divergenz der ieihe ni - ergebender, also immer 
iD) 


stärker wachsender Functionen wählen, werden wir eine unbegrenzte Ab- 
stufung von convergenten und divergenten Reihen >, darstellen können. 
Ist nun eine bestimmte Reihe Fu, vorgelegt, so giebt es jedenfalls 


hu * ” . . . . / \ s f \ u pe 1 . 
immer eine Function g die einen endlichen lim.(y pP)-y(p-+Hi a) ergiebt. 
P 


Denn setzen wir im Falle der Convergenz w(p\=a,+u,.,+:-. im Falle der 
> 1 P; { I 
Divergenz w(p) = u,-+, +++ 9,1. so ist 4, = +1, und im ersten Falle ist 


NL u,--u 1 + , R 2 u u,—- ss Sr ® 
AP = 2 770) — und im zweiten: p(p) = ———— —— , woraus bei- 
p (2 
l ) 


.. » . . * . v . ; 
läufig folgt. dass die Reihen mit den Gliedern: 
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divergent sind, die erste wenn Zu, divergirt, die zweite wenn Zu, 
convergitrt. 

Nun kann eine der Functionen %,, Y,, ... der von uns ausgewählten 
Folge, z. B. y, gerade so beschaffen sein, dass sie für die vorgelegte Reihe 
>, ein von Null und Unendlich verschiedenes A ergiebt. Dann ist 


App „41 
| Me 90) rn 
v(p+l)=yll)e PP =ylh)e N.x(p) 
wo x(p) ein kleineres Unendlich oder eine grössere Null hat als eine Potenz 
| 
= (p) u 
von e FW’, womit die Form des Restes und des Gliedes gegeben ist. Oder 
diejenige Function %, welche bei der vorgelegten Reihe einen solchen Werth 
 ergiebt, kann der Ungleichheit %,_, < 9 < y, genügen. Dann hat man: 


4 4 
Ye se a Pr 
= 7 
und das obere Zeichen gilt bei positiven sonst beliebigen 7 im Falle der 
Convergenz, das untere bei negativen 7 im Falle der Divergenz. Setzt man 

aber dennoch 














e ’ 








h,—_ı,p A,,p 
Ve Eye FR) 
wo dann A,_,, a, h,.n = wird, so hat von den drei Grössen: 
hp = Pl) 9-1), 
u 
in = ld — TE 


die erste den Limes +%, die zweite einen von Null und Unendlich ver- 
schiedenen Limes, die dritte den Limes Null. 

Fassen wir diese Ergebnisse zusammen, so erhalten wir den Satz, 
welcher die Natur der Criterien zweiter Art definirt: 


Es sei Y,» fr» ... eine Folge von Functionen, welche die fort und 
1 wis L 
fort langsamer convergirenden Reihen u % ... ergeben. Ist für das 
1 2 


Glied u, einer Reihe der Limes von 





\ 
ei} 
« 





Y 
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1) = 1 
p,.(pP)—-9,(p+ ) u 4 rp 
P 


von Null und Unendlich verschieden, so ist 
1 


re 
‚vw(p) Er .. .1(p): 


wo x(p) nicht so stark Null oder Unendlich wird, wie eine Potenz von 
1 





Fr zu 
e PP), Ist dagegen 











. Br f ' u Ir - 
lim. (g,_1(P)—- 9, (pH) . e == + 9, 
pP 
Un. 
lim.(p,(P)-g,(p+1)E) = 0, 
p 
so ist: : 
ie Y _— 5) 
7 Pr—ı < FR W '- (fr 
e ® vp). e 4 
pr > 


wo ı weder Null noch Unendlich ist. Das obere Zeichen entspricht dem po- 
sitiven, das untere dem negativen T. 


XI. 
Als Beispiel für die Anwendung der obigen allgemeinen Principien 
bietet sich wieder nur diese Folge von Functionen g,, %, ... dar: 
1, p, pip, plplp: -: 


die allerdings schliesslich ziemlich schwach divergirenden Reihen entsprechen, 
da, wenn die Reihe mit dem Gliede L®” (p) divergirt, die mit dem Gliede 
L+9”"(p) für einen beliebig kleinen Werth von & schon convereirt. Diese 
Functionen g haben nun das Charakteristische, dass man nicht allein. wenn 
lim. (pp) (pH) "E) gleich einer von Null und Unendlich verschiedenen 
Grösse ist, die Abnahme des Restes oder die Zunahme der Summe darstellen 
kann, sondern mit der nämlichen Uebersichtlichkeit wie diese auch das Glied 


jeder einer solchen Function g entsprechenden Reihe. 
Wir geben. statt y einzuführen, ı(p) die Form: 





in FR 
— (A_+8) — 
ie ER ee U 
7 p x € . 
wo lim.z=0, und seizen y,(p)=LÜ’(p). Die Summen im Exponenten 
10 * 
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lassen wir von einer Ordnung p, anfangen, für welche L® reell ist. Nun 


kann man zunächst zeigen, dass 


wo lim.» =1. Denn theilt man wieder die Summe, wie folgt: 


p p' p 
Ps pro pri 
P j . ’ p’ 
wo 5 rascher unendlich wird, wie $, und setzt (Art. V., 2) 
p'Hi Po 
! 
. ( babe E 
L® cp) e(l,,,(p+1) l,;ı(P)); 
wo lim.e =1, so ist: 
p' - 
ss = (4,41 (p+1)—-441(P0)); 


Po 


p e " u x 
Ss = (4,1 (p+1)—L4,,1(p'+1)), 


pi 
und ©, ©, sind Mittelwerthe resp. aus o,, ... 0,4 ©,.,1-..©,. Da nun lim.e, —1 
ist, so wird: 
3 EN 
Ss —n< = Hlılp+l)iith, 
»» Lr (p) 
wo lim.k=0, oder in der That: 
P l ö 
= — vl,.(p+1). 
pr» Lr (p) 
Man darf aber setzen: 
v(A +7) =A +, 
wo lim.z,=0. Daher findet man: 
v(p+1) = ex tl, Hılp+ 
und 
Fa (m\- On +2) 
yv(p) = ep. 
Wegen: 


® 


v(p+1) ” v(p) . re tm) 





(p) 


wo lim.o=1, findet man endlich: 


a 
tx ) (p) ’ 


uU nn 





REETERE 





E 





RR 





Ey 
‘ 
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wo z ein kleineres Unendlich oder eine grössere Null hat als eine Potenz 
von /,(p)- 
Diese Form für das Reihenglied umfasst alle Fälle von r— 0 an. 


Es bleibt noch der Fall y(p)=!. Nimmt man dies an, so hat man: 


, A, 
_ Egli) | 
ni 77 (pP) du et log (1 bh. 


bu deidhen: . 
v(p+1) = ce Os 
wo lim.o,=1. Durch ganz die nämliche Zerlegung, wie wir sie schon öflers 
angewandt haben, erhält man: 


plioetl- ie )t+x%) 


Yip+H) = cerletninn, 
wo lim.z=0, mithin ist auch das Glied der Reihe von derselben Form. 
oder 1-4, =! geselzt, von der Form: 

u = #.x, 
wo y ein kleineres Unendlich oder eine grössere Null hat als eine Potenz 


von e’. Was A, anlangt, so liegt diese Grösse wegen 


Und 
i-——— = 4 
u, r 
. N u, l ® ® ® N " 
zwischen —® und +1, da —- nicht negativ sein kann. Der Fall 4 —1. 


u, 
in welchem unsere Darstellung des Reihengliedes ihren Sinn verliert, ent- 
spricht höheren Graden der Convergenz, als dem der geometrischen Reihe 
da alsdann die zu summirenden Logarithmen log 1 —),) im Exponenten nich! 
endlich bleiben, sondern unendlich werden. Mithin ist / entweder zwischen 
0 und 1 oder zwischen 1 und & gelegen. Der Fall !=1 ist auch ausee- 
schlossen, da wir 4, von Null verschieden annehmen. 

Setzen wir beispielsweise 


a(@ +1)...(@ -p —N.P(# HD)...(?+p—1) 








Eu 1 — v 
f 1.2...p.77-+D:...7-+p—1) 
so ıst 
Yp4ı _ „(et+mPrPp 
u) (p+D(r+Pp) ; 
also 1-4 =/!=xz, und 
a P 
u, = 2°.%> 


wo z eine grössere Null oder ein kleineres Unendlich hat als eine Polenz 
von ef, Selzt man weiter ©=1, so hat man 


up _ Pr—a— P)— ap 
u - 





p-(p+1) 


p Y 2. pP P 
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Da nun Z,(p) hier Z,(p) ist, d. h. p, so ist für = 


.. Zu Zip 
/p p!t’» p\tr=e=P 








Es ist also überhaupt 

Un = ar’ p“ ae rt 

WO %, keine so kleine Null oder kein so grosses Unendlich als eine Potenz 
von p hat. Im Art. XIX. werden wir sehen, dass lim.x, von Null und Un- 
endlich verschieden ist, ein Ergebniss, welches wir auch durch die obigen 


Entwickelungen würden feststellen können. 


Zweites Capitel. 


Allgemeine Sätze über Reihen mit Gliedern der Form x (p){o,— wp41}, 
wo lim.2(p) = 0, lim.o, = x. 


XIV. 
Lehrsatz. Die Reihen mit den Gliedern: 
T | | ) 2 
KR: 2 BAR a 1 = 
ln ai, vorm yore << 
n j l 1 
u‘) — v(p-+1) u wit 








| 1 re ii, 
A, —) MI 
Go+1) (7) 

1 1 I\„fi u ’ 
wo AN’ (x) = el l; alt: (—): sind convergent, wenn lim. w(p) nicht 
unendlich ist und w(p--1)—-w(p) sein Zeichen nicht wechsel. Für u—1 
divergirt die Reihe Zu‘), wenn lim.w(p)=0. Für v=1 divergirt die Reihe 

. 1 ’ 
=u,', sobald ——— das Glied einer convergenten Reihe ist. Ist dies nich! 
/ - 
Y(p) 


der Fall, so divergirt sie mit gewissen im Beweis anzugebenden Ausnahmen. 





Beweis. Erstens v<Z1, vr >1. 

Es sei w(p) für alle, auch die nicht ganzzahligen Werthe von p, eine 
stetige nur zu oder nur abnehmende Function. Nimmt w(p) mit wachsendem 
p nicht zu, so ist die Grösse: | 
"y'(p-+u) 

y(p--u)'t“ 





BR ( \ 
u, = —up(p -1) 
0 


kleiner als 


a i 
F (p+u) f („\l-u ; ae 
" | u = — di" map 1) *}, 
v(p-+ u)“ I—uN \P} pipri); 








| 
5 


i 
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Die Summe a’ +3’ +---- ist dann kleiner als: 
tet Er “_ıv(oo)' AN, 


woraus die Convergenz der Reihe Zu\’ folgt, und zugleich eine obere 
Grenze für ihre Summe gefunden ist. 
Die Reihe mit dem Gliede «{’ anlangend hat man wegen: 




















2 P(p)- — Br, 
AP ge TOT 
A dabiehmenn 
nn 102.407 
wo 
Ep) = 
REN Bir u u m 
(—) g” I, (17) w ı al 
die Beziehung: 
2 < p* vw (p- a arg oh ) pP den Hi EM N 
F Pi m er \ym Garn) 
0 > + u) 


woraus wieder die Convergenz der Reihe I«‘’ und für ihre Summe die 
obere Grenze: 


| u | en | 
er A E72, 

















folgt. 
Zweitens u=v=1, lim. y(p) = 0 
Das Glied u‘ lässt sich auf die Formen bringen: 
4 1 ay(m-i-u) 
uw — wipt ) x (p | . du, 09<e<l, 
v(pte)/ y(p+u) 
ser) 
v(Pp) 
Aus der ersten Form von u‘, geht die Divergenz der Reihe Zu,’ hervor im 
Falle lim. ver’) —1, aus der zweiten Form im Fall lim. vo- , 
v(p)  w(p) 
weil dann ihr Glied nicht verschwindet. 
Für r, =1 ist 
u = Pl(p- se EM 2) en . —,. P<eue<ıd. 
+@) a L MM ) 
U ; v(p-+u) 


Ist lim. y(p-Hi) 
v(p) 





—1, so geht aus diesem Ausdruck die Divergenz von Zu‘ 
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hervor, da lim. ?=1, und das Integral ausgeführt werden kann. Ist 
vol) 7; 





lim. 75 „ so sind die Dinge elwas weniger einfach. Zunächst können 
wir die Glieder der Reihe anders zusammenfassen, so dass das neue Glied wird: 
Sea 1 (pr) 

RR et. v(p) ? 

u (pP) w(P) 
. “ ” . | 4 “ “ 
Die Reihe convergirt gewiss, wenn - > das Glied einer convergenten 
ER 
v(p) 


Reihe ist, aber divergirt nicht ausnahmslos, wo dies nicht stattfindei. Z. B. für 
w(p)=e""”, r—%2 wird das vorstehende Glied: 


43 
nr. ' HIIE —) 
ppkp-HL,p)V pH N 
ist also das Glied einer convergenten Reihe, während die Reihe mit dem 
| 
Gliiede — — = — 
a pip 


w(p) 


so dass also die Grenze zwischen Divergenz und Convergenz bei der Reihe 


divergirt. Dagegen divergirt die Reihe für v(p)=e", 


Zu, v1, zwischen y(p)=e” und w(p)=e?” liegt, oder noch genauer, 
wie leicht zu schen, zwischen e”? und e"", u 0. 

Corollar: Aus den Reihen Du), Fu erhält man durch veränderte 
Anordnung folgende unter gleichen Bedingungen convergente und divergente: 








| ’ - 
u), re zu vr v(p) _ v(p-+1)}, u 1. 
y (PP) — 
(2) PP DR FU 
u” = I wip)-vlpHl)}. 
2) 
w(p) 
XV. 
Lehrsatz. Die Reihen mit den allgemeinen Gliedern: 
( 1 ) ) 
(3) \ \ Wa 
— ip) ı- — — _—— oe FE 
Un ı\Pp)\ v(p-+1)“ (ip)? R 
[ l | \ 
Be) sd u La Beh». 4 ’ a 
u), w(p)\ | > a MT 


v(p+1) _. 
convergiren, die erste, wenn ee nicht so rasch verschwindet, wie eine 





; 


21 
1 
1 
& 
R 
=) 
2 
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i ' ı(pD h r s 
Potenz von w(p), die zweite, wenn oT nicht so rasch wächst, wie eine 
p\Pri) | 
1 R 
Potenz von oz) Für u=v—1 divergiren sie ausnahmslos. 
R ä \ w(p) : ” r 3) ; 
Beweis. Im ersten Falle ist (o-1) < w(p-+1)‘. Nun ist u, klei- 


ner als: 





| r 4.53 
u uf w(p) v'(p-+- u) 


v(p-+u)'t“ 
0 » 


und wegen w(p) < w(p+1)'", wo ja = beliebig klein, ist « kleiner als 


I W(p-+u) 
_— 4 . 7 En \ute Pr 
. pp ru) 





indem & immer so klein angenommen werden kann, dass #21. Es darf 


ın 


also w(p) so rasch Null werden wie e’ Würden wir dagegen setzen 





F En Y eP 4 r . 
v(p) = e”“. so folgte wegen: 
d Pop 
. zu Die 
w(p) A” ci rn BES. ARE 
P, v(p+ u)! (g-eptu\lta—ent } 
B _ 246 
a ze" du 
dp 
u) = uf 2 un 
p je 1 p+u 1 u eu 
0 € ) 


Nach bekannten Sätzen ist die Reihe Xu divereent. wenn das Inteeral 
/ > ‘ 


/ u’dp es ist. Dies wird nun, wenn wir die Inteerationsordnune ver- 


tauschen, divergent, sobald « e'. Da aber O-_u<Z1, so darf « also nicht 
kleiner als e sein. 

Der Beweis des auf x‘ bezüglichen Convergenzsatzes ist auf Grund 
desjenigen für «\’ und «‘ leicht herzustellen. 


Die Divergenz von aß, u’ für u=r-=1 ist bei a\” durch Ver- 


gleichung mit dem kleineren Gliede x‘ evident. Setzt man ferner: 


’ 


+] 17 = 
Vvip-—-u rn 
u za wip)/ du \P _—% pru 
/ 2, N 
 ) 


f | 1) 
0 v(Pp- u)d, \yo rt 





so wird das Glied verkleinert, wenn man w(p) gegen ı(p-+u) im Nenner 


fortlässt, ist aber dann. wie man wieder durch Integralion nach p von » bis 


x erkennt. das Glied einer divergenten Reihe. 0. E. D. 
Journal für Mathematik Bd. LXXVI. Heft 1. 11 
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Corollar. Aus den Reihen Fu, Zu‘, erhält man durch veränderte 
Zusammenfassung der Glieder unter gleichen Bedingungen convergente oder 
divergente Reihen, deren Glieder sind: 











N: | 
u) = 7. Te {PP} —y(p+N)}, 
_ | 
u” — w(p)—w(p+Hi)}: 
v(p+1) 


Ueber einige Anwendungen der vorstehenden allgemeinen Sätze 


XVl. 
Wir knüpfen zunächst einige Bemerkungen an die aus u’, u sich 
für «= 1 ergebenden divergenten Reihen. Hier gilt der Satz. 
Man kann das Glied jeder divergenten heihe auf die Form bringen: 
u, = — 2 w(p)+y(p+i)! 
r yv(p+l) 7 0° s8% 
wo )., eine beliebige positive Grösse mit von Null und Unendlich verschiedenem 





Limes und w(p) eine geeignet zu bestimmende Function mit dem Limes Null 
ist. Unter der nämlichen Voraussetzung über w, und der einzigen Bedingung 


; - . u pe . .. . YI* . . 
für %,, dass lim.-- <Z1 sei, lässt sich auch dem Gliede jeder divergenten 
‚p 


Reihe die Form: 
Ap 
= ( pe 1) 
Un En iv(p) v(p+1) 
geben. 
Beweis. Die Differenzengleichungen 
rlp+D = Minipl=v(eHlh 
u,w(p) er. hi v (p)—-v( p-+1)|, 
Po zilı+ 2) +21(1- n) 
v(p+1)=ce 7, wip+l)=ce 


Ein Blick auf diese Formeln ergiebt die Richtigkeit des Satzes. 
Bemerkung. Setzt man in der ersten Form des Gliedes einer diver- 


seben aufgelöst resp. 


genten Reihe: u,gp(p) statt w(p), so folgt: 
u»Pp(p-+1) 

Un 

— — p(p-H) 
Up+1 





ı, = 
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Hieraus fliesst das Divergenzcriterium: Wenn man eine Function Y kennt, 
für welche lim.a,g(p)=0, lim.4, aber nicht, so divergirt die Reihe Iu,. 
Im Kummerschen Divergenzcriterium wird für die Divergenz das Verschwinden 


Ü f 


—g(p-+1) und das Nichtverschwinden von 
Hl 





u 
r, /m\ ! 
von pp)» FP) u, 


_MFLP) 


_—— m m 0. —— Bin 


U 
p 2 \ 
Kr) 
Up 1 


verlangt. Da die erste und dritte Bedingung wohl die zweite involvirl, so 
haben wir nur den Unterschied der Form beider Criterien auszugleichen. 
Zunächst wenn g(p) abnimmt, folgt aus unserem Criterium das Kummersche 
ohne Weiteres. Wenn g(p) unendlich wird, also «, Null, so ist bei jeder 
r . . Un-i1 . 

divergenten Reihe lim. ——— = 1, wie man unter Anderem daraus erkennt, dass 


u 
pP 
die Abnahme von «, eingeschlossen sein muss zwischen der Conslanz des 


i 1 ’ en h 
Gliedes und der Abnahme gm > 1, weil die letztere Reihe schon conver- 
’ \ ’ p“ Up £(p-H1) 
girt, es ist aber lim. = 1. Aus lim. —— — 222); :Ö folgt dann 
(p-H1) Up y(P) 
. g(p-+1 i i s } TaRR 
lim, PP —1, so dass sich beide Formen des Divergenzcriteriums als 
F(P) 
gleichwerthig erweisen. 
Eine Untersuchung dieses Divergenzeriteriums ähnlich der im ersten 
r . “. > . Pe Hp-+-1 / ' \ ce . e 
Kapitel über das Criterium g(p) — 7 —gp{p-+1) gepflogenen, lässt sich kaum 
pP 


) 
Li 


anstellen. weil die Elimination von #, die nicht lineare Differenzengleichung: 


‘ 4 \anf 5 —— 1 [ \f re au © \t 

v\p)y(p+1D = 4,9(plıy(p)—-yvip+l)) 
für die Darstellung von w durch % und 4 ergiebt. Das Divergenz- 
criterium hat aber auch kein rechtes Interesse mehr, einmal, weil es weder 


Hn--1 
„ und — 
u, 


erster noch zweiter Art ist, sondern, indem es beide Grössen u 
enthält, die Unbequemlichkeiten beider Criterien vereinigt. und dann, weil das 
Criterium zweiter Art des vorigen Capitels für Divergenz ebensowohl wie 
für Convergenz vollständig ausreicht. 

Die allgemeinen Sätze der Art. XIV.. XV. führen zu einer Gruppe 


von Sätzen über Divergenz und Convergenz von Reihen, deren Glied 


aus dem OQuotienten der Summe #,-+-+-- u, oder des Restes #,-+-u,,, + 


‚‚ı besteht. Bekannt war von diesen Sätzen der 


13” 


ın das Glied u, oder u, 
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Abelsche, dass die Divergenz der Reihe mit dem Gliede «, diejenige mit 
Un 


dem Gliede — — + — —— bedingt. 


, u, er a Un—1 


XVu. 
Wir schreiben U,= «++, und haben zunächst den Satz: 
Wenn Zu, eine divergente Reihe ist, so convergirt stets die Reihe 
mit dem Gliede: 
Un 


u» 
U‘, 





u 3 1 r 


unter im beweis anzugebenden Bedingungen convergirt auch die Reihe mit 
dem Gliede: 





u 
Be UL Be" l . 
U“ 9 Be 
pl 


Es divergiren stets die Reihen mit den Gliedern: 
g 


Un Up 
nn’ m 





Beweis. Setzen wir in 


| | 
DI / x BE. Manor DREIER Me 
VE ya HS 





v,(p) statt w(p)“, so folgt: 





1 | 

er \au, 

= W +1 —— _— —- u, >1. 

PAPER) vo+D um)’ 

* » * * 1 
Wir erhalten die erste Behauptung des Satzes, wenn wir hierin y,(p)=7 

pP 

setzen. Die zweite folgt dann auf Grund der nämlichen Umformung aus u)", 


. . U,. l . . . . . 
mit der Bedingung, dass nr nicht so rasch unendlich wird wie eine Potenz 


, 
von U,. U, wird also unendlich werden können wie e?” und «, ebenfalls. 








p p 
Die weiteren Behauptungen des Satzes folgen, wenn man in 
2 l E43 | \ | I 
v(B)——-—-—- ——(, v(p-+l) _ - 
yo ya TI WGEHDT yo) 
l . . ; r 
v(p)= jr seat. Ich will aber noch zeigen, wie die Divergenz von 
pP 
‚ Un . — Un . = 
= direct aus der von Sr —- folgt. Es ist: 
p p—ı 
Ze | | n u, 
—— IL> Ib .——— ’ \ El 
U, B.: 14 Pr i+m } U,-ı 


w, 





t 


7 


x 
? 
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Ist lim. w, nicht ®, und divergirt die Reihe mit dem Gliede ©,, So divergirt 


- = . 1° 1 i 
auch die Reihe mit dem Glied DI" Ist Tim.eo,= oo, wag'im Falle 
+, 
sehr rascher Divergenz der Reihe Yu, eintreten kann, so divereirt die Reihe 

f 
mit dem Gliede 2 Map 
W,, 


[3 


Satz. Es se R,=u,+4,,17r°, so convergiren die Reihen mit den 
(rliedern : 


tn U, 
or R u 2 FREE = DREIER 


ne | m: r ‚ v>1ı, 
R, Ar (- ) 


und es divergirt die Reihe mit dem Gliede: 


kn 
R, 
Beweis. Diese Behauptungen erweist man durch Einsetzen von R, 


statt #(p) in die Glieder: 


l 
ei m 7 | 
— u — iV/K D- e 
ei, OT, (pP)—-w(p-+1) 
en. jet 1,0 wln\— wi 1)! 
u, = | PP) vipri)| 
A“? ——) 
N 
v(Pp) 
des Corollars im Art. XIV. 
XVIH. 
. \ . . Un . . $ 
Während der Abelsche Satz, dass die Reihen = 77, u, gleichzeitig 
p—1 ’ 
divergent sind, zeigt, dass, wie langsam eine Reihe »,--,-+---- auch diver- 
siren möge, es immer eine Reihe Y,, %., ... gegen die Null abnehmender 
Zahlen giebt, der Art, dass auch y,%,--%3%-++-- noch divergirt, so lehrt um- 


. . ... x n ‚ U), . . 
gekehrt die gleichzeitige Convergenz von I, und 2 —-, u<-1, dass, wie 
! pr 4, » 


pP 
langsam die Reihe + ,-+:-- auch convergiren möge, es stets eine Reihe 
ins Unendliche wachsender Zahlen 7,. y>. ... giebt, der Art dass yatyınt 


wieder eine convergente Reihe ist. 
Die letzten auf den Rest bezüglichen Sätze wollen wir bei der hyper- 


geometrischen Reihe bestäligen. 
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XIX. 

Um die Stärke der Restabnahme einer Reihe bequem ausdrücken zu 
können, kann man sich eines gewissen Integrals bedienen. Im hier stets vor- 
ausgesetzten Falle der ununterbrochenen Abnahme von », ist, R, =4u,tU,41+ 
gesetzt: 


a dp > R,;ı >/ .n, dp und R,= m, dp, d<e<i1, 


p p+1 p—e 


u 


Nun sei 7 eine solche Function von p, dass a,=17,w,, wo lim.o, weder 


pP 
Null noch Unendlich, so wird man schreiben können: 


R, of 1,dp. 

pe 
Dies vorausgeschickt, wollen wir eine einfache Function 7, aufsuchen, die 
die Abnahme des Gliedes der hypergeomelrischen Reihe ausdrückt. Es sei: 
_ la N)... (et PN BEN. Hr N 

R 1.2...P. 77 +... +p—D 
Berücksichtiet man die bekannte Formel: 
1.2: 1 

au 1)... urp) P +8), 
wo &, eine Grösse mit dem Limes Null vorstellt, so findet man: 
<a In (1-+e,), 
Ke)ld) 7° 


wo auch lim.e, =0 ist. Für die hypergeometrische Reihe ist also 








(u) = 


u 





’ zu a’ pt y-ı 


ar Pnmft+ P—-y-1 
t, = Tp 


zu setzen, mithin hat man: 
sr DR. s “ g { ® a B- y-1 
R, of et dp = ar t(p-e)t ij x \ 14 wel dv. 
p—: “u N 


Zunächst ist klar, dass wir in der infinitären Gleichheit e weglassen können, 
dass wir also schreiben dürfen: 


R, ar pt Pr / a" (14 dr. 


PN ee Zu 
2 
Ferner ist das Integral für für x’ <7 1 convergent, also 
( r u a+f-y—l 
R, cv u,co a’p ef 
Die hypergeometrische Reihe hat also die charakteristische Eigenschaft der 
geomelrischen Reihe, dass Glied und Rest einen von Null und Unendlich ver- 
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. . n . . U, a . 
schiedenen Quotienten-Limes haben. Ferner ist I —”- natürlich divergent, und 


R, 
u, : pll—u) (—-u)(a+P—y—1) 
NER were 
R“ 
r p 
ist allerdings für « < 1, #° <T 1 das Glied einer convergenten Reihe. 


Untersuchen wir noch den Fallx=1. In diesem Fall wird das Integral 


Fi s (1 + 2 - de 


U 


unendlich mit p. Alsdann hat man jedoch: 


« \@+ A} 
r ) - & “rp—Y 
gt _ PT 
R, of dpp a+-ß—y ? 
p—: 


oder 
R, co pt 
freilich nur unter der Voraussetzung 7 — «+, da andernfalls A, unendlich 
wird. Ferner ist 
u, CO p° a 


Aus der Division der vorstehenden Gleichheiten folgt: 


tiette h > Up . aa 
mithin die Divergenz der Reihe 2——-. Ferner findet man durch Division von: 
P 


\ a+—y—1 
u, up En 
USE are 


ineinander: 


mp ON) p“ HP-yd- A i 


Für 7>a+P ist die rechte Seite in der That nur dann das Glied einer 
convergenten Reihe, wenn 1— u positiv ist. Fast mit den nämlichen Formeln 





Un Un 


TR bezüglichen Sätze bestätigt. 


linden wir auch für „<Z«+/ die auf 


7 M 


P U), 
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Anhang. 


Ueber die Tragweite der logarithmischen (Üriterien. 


Die logarithmischen Criterien für die Divergenz einerseits und die 
Convergenz andererseits rücken in ihrer stufenweisen Verschärfung einander 
immer näher. In der That ist von den Reihen mit den Gliedern: 

| I 
plpl,p...up " plpl,..tp 








die erste divergent, die zweite convergent, wie klein & und wie gross r auch 
sei. Das Verhältniss beider Glieder /;(p), ist eine Function, deren Unendlich 
durch Vergrösserung von r und Verkleinerung von & fort und fort verkleinert 
werden kann. Nun wissen wir bereits, dass ein äusseres Hinderniss existirt. 
weshalb wir nicht durch unendliche Vergrösserung von r beide Glieder 
zusammenfallen lassen können, dass nämlich für jeden noch so grossen Werth 
von p hinreichende Vergrösserung von r complexe ZL(p) ergiebt. Es wäre 
aber möglich, und ich glaube, dies ist bisher angenommen worden. dass die 
logarithmischen Criterien doch das ganze Gebiet der Convergenz beherrschen. 
dass man sich durch Vergrösserung von r und Verkleinerung von & der 
idealen Grenze zwischen Convergenz und Divergenz unbegrenzt nähern könne. 
Es würde dann den logarithmischen Criterien ein absoluter Charakter innewohnen. 
andernfalls würden sie, theoretisch wenigstens, nur eine allerdings ziemlich 
weitgehende. aber immerhin unvollkommene Prüfungsregel für die Convergenz 
bilden. Es schien mir wichtig, diese Frage zweifellos zu erledigen, die sich 
analylisch so fassen lässt: Giebt es convergente Reihen oder giebt es deren 
nicht, für welche L,“'(p)u,, welches auch der Werth von u 1 und r sei, 
mit p unendlich wird, während lim. 1’ (p) u, Null ist? 

Die Frage ist nahe verwandt mit der, ob die logarithmische Zunahme 
die schwächst denkbare sei. d. i. ob für jede gegen © zunehmende Function 
p(p) es einen Logarithmus /,(p) gebe. so dass /,p < g(p). oder, wenn es 
gestattet ist einen Vergleich zu gebrauchen, ob die Logarithmen zu den un- 
endlich werdenden Functionen in ähnlicher Beziehung stehen, wie die Zahlen 
zu den Längen, dass es nämlich keine Länge giebt, die man nicht durch ein 
Multiplum einer gedachten Längeneinheit übertreffen könnte. Wir werden 
uns zunächst mit dieser Frage beschäftigen. 

Die nach dem ganzzahligen Parameter r veränderliche Schaar von 
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Curven a, =/,(p) besteht aus Individuen, die alle dem ersten « — !(p) sehr 

ähnlich sehen, die Individuen für r=1. 2, 3, 4. ... werden — x für 
yeaunLaoe, ... 

Null für: 


e 


weh 


und werden sämmtlich +% für p=+%. Die Abseissenaxe durchschneiden 
sie mit den Differentialquotienten 
du, 1 1 1 
— 1 


er Sn er 
Da sie nun sämmtlich unendlich werden für p= x, so können wir folgende 
Curve durch sie hindurchlegen. Wir notiren auf « — /,p den Punkt, wo /,p = 1: 
auf «= 1,p den Punkt, wo L,p = 2; auf v = 1,p den Punkt, wo 4p—=3 u. =. f.. 
die zugehörigen Abscissen dieser Punkte seien p,, p,. p5, ... und sie haben 


die Werthe 


Endlich sei yr(p) eine stetige nirgend abnehmende Function, welche für p = 0, 
Ps Pr Pr --- die Werthe w(p)=0, 1. 2,3, ... annimmt. Alsdann wächs! 
y(p) mit zunehmenden p ins Unendliche, und es giebt keine noch so grosse 
Zahl r, für die 

v(p) 

1.Cp) 
sich nicht der Grenze Null näherte, weil (p) immer einmal kleiner als 
l,,.ı(p) wird und bleibt. Womit bewiesen ist, dass es langsamere Zunahmen 
giebt, als die logarithmischen irgend welcher Ordnung. Mit der Function 
v(p) können dann die immer langsamer zunehmenden Functionen (ap p)) ete. 
dargesteilt werden. 

Um die analoge Frage bezüglich der convergenten Reihen und der 

logarithmischen Criterien zu erledigen, verfahren wir wie folgt. Wir notiren 
auf der Abscissenaxe die Punkte: 


ed, ‚eV e 


Pı = ee, Pp> e 4 Ps = 2“ ’ 


und die zugehörigen Logarithmen: 


pi eo, 
bp ts Ka=e", 
l,p: —Dd, l,p; 0, 
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Der Bequemlichkeit halber wollen wir uns unter e, der Basis des Logarithmen- 
systems, nicht 2,7... sondern eine ganze Zahl, etwa 3, vorstellen. Auch 
die Grössen » seien nach weiter unten anzugebendem Gesetz zu wählende 
sanze Zahlen. 
Es sei P(p) eine Function, die für p=Pp,, ps, Ps» - .. die Werthe 
Pılı Pı> p:lıpelö pr» Pl pslıp3l pP; > 
annimmt, ausserdem aber stetig ist und nur zunimmt. Zunächst wollen wir 


beweisen, dass die Reihe 
Be" 
p: Zr pp) 
convergirt, wenn über die o in geeigneter Weise verfügt wird, und «1 ist. 
Wir fassen sie zu dem Zweck in eine andere w,+%,-+--- zusammen, wo 
PP: | PP: 1 
w, = } 2,5’ B., = BE Fo)’ oo. 


deren Convergenz wir so beweisen: 


1 ) 
Da „— nur abnimmt, so ist 


P(p) 
P=Pg | Pg+Hl dp 
Be ee. 
’ PPg-+l P(p) / P(p) 


Pq 


Nun nimmt auf dem Integrationswege 7(p) zu, und zwar von 


u 1 WW / BEN u 
Fp) pp. lp,) bis Flip) = PrrbParı- Ir lPor), 
ist also stets grösser (ausgenommen an der oberen Grenze) als: 


phpbp...Lrıp- 
Also hat man: 














Pg+1 
ST dp = dp MEERE | 1 
VI P(p) 4 plpl,p..-Iarı pe #1 4ı(p) 
— \eu=)) g+rl-— ! 
ul! u 





Nehmen die Zahlen © so zu, dass das Glied einer convergenten Reihe 


d, 





” “ “ ” ” 1 
ist. so ist dies auch a forliori ——y,.., und daher auch w.. 
e“ er 


Nachdem wir nunmehr die Convergenz der Reihe 


oe 8 


— 4(p) 
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bewiesen haben, ist es leicht zu zeigen, dass es keinen Werth von «1 
und r giebt, für den der Limes von 


pl,pl,p ..1(p) 


W(p) 
nicht unendlich würde. Denn nehmen wir irgend einen Werth von r und «', 
und setzen wir p = Pp,;,. So wird dies Verhältniss: 
B,.+18, Prise Ep, A 


— 


Pı ld Pr... l-PrrilorıP, 4-1 


— - pen 


Kıpızı 
Würde die Zunahme des Nenners unverändert gleich der von plıp...1“, pP; 
sein, so würde das Verhältniss Unendlich zur Grenze haben, a forliori muss dies 
der Fall sein, da die Zunahme des Nenners schwächer und schwächer wird. 
So ist das Verhältniss für p = p,,>: 
YT'p, Hl 
l-zılv42(P,+2) 


J 








d plp l,p.--1.(p) 








u.s.f. Dagegen wir per „ wie an: 
(P) 
Pr+ıl, Pr+1- Pr a | 
Pr+ıl Pr+ie u PrriletiPr4ı rıPr4ı 


zu sehen, für jeden Werth von r Null. 

Wenn nun auch die Convergenz einer Reihe, wie die oben delinirle, 
so schlecht sein mag, dass man eine Anzahl Glieder addiren müsste, gleich 
dem in Cubikmillimetern ausgedrückten Rauminhalt der Erde um den Rest 
nur bis zur WHälfte der Summe zu verringern, gleichviel: Der Deweis 
ist geführt, dass es ein Gebiet der Convergenz giebt, an dessen Grenzen die 


logarithmischen Criterien vollständig versagen. 


Freiburg i. Br.. 1872. 











Ueber die Malfattische Aufgabe für das 
sphärische Dreieck. 


(Von Herrn F. Mertens in Krakau.) 


Her Schellbach hat im 45. Bande dieses Journals eine Auflösung 
der Malfattischen Aufgabe für das sphärische Dreieck gegeben, welche an 
Eleganz nichts zu wünschen übrig lässt. Wenn trotzdem in den folgenden 
Zeilen der nämliche Gegenstand noch einmal berührt wird, so geschieht dies 
nur, um zu zeigen, dass die Formeln, durch welche Malfatti das entsprechende 
planimetrische Problem gelöst hat. wörtlich für das sphärische Dreieck gelten. 

Es seien a, b, e die Seiten, A, B, € die Winkel, s der halbe Um- 
fang des gegebenen sphärischen Dreiecks; go, ©, 7 die Halbmesser der ge- 
suchten resp. die Seiten (b, ce), (e,a), (a,b) berührenden Kreise, y, w, x die 


Abstände der Ecken A, B, Ü von den Berührungspunkten der Kreise o, 0, ı 


0, 9, 
mit den Seiten (b,e). (e,a), (a,b). r der Halbmesser des eingeschriebenen 
Kreises und f, g, A die Abstände des Mittelpunktes des eingeschriebenen 
Kreises von den Ecken A, B, € (Halbmesser und Abstände in sphärischem 
Sinne genommen). 

Verbindet man den Pol der Seite a mit den Mittelpunkten der Kreise 
o, rt sowie diese selbst mil einander durch Bogen grösster Kreise, so ent- 
sieht ein Dreieck mit den Seiten 90’--o, 90°—-1, o+r und dem Winkel 


a—w-—j, welches die Gleichung liefert 


cos(0-+-r) = sinosinr-+c080c0sTcos(a— W—%) 
oder 


(1.) 1 = cos(a— w—y)+?Rtgolgr. 


Ferner ist aus rechtwinkligen Dreiecken 


Y 


Igo=sın ytig >» gr = sın/ lg 
und daher 
| , B e „, ; sin(s— a) 
(2.) 2 ig olg Te == 2 Ig 3 ig = sın vsıny = - ee — ,c0S Ww- eh — (OS vw +72). 
Au - K 


Durch Substitution von (2.) in (1.) ergiebt sich 
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jsins = sinscos(a— y—x)—sin(s—a)cos(y-+%)+sin(s— a) cos (y —% 
(3.) ' in 
De = sinacos(s —y—y)+sin(s—a)cos(yw—%). 


Setzt man daher zur Abkürzung 


s 
2 = = cos(, > Y)» => cos(- ag v), 
ei 2 s a m ') '— si e y) 
2 == SIR D3 — p . Y = sın 27 .- U „ — sın = K)» 
a = cos — — a P=cs——-b), 
Dr 


B er . s /I! u . Ss nk | Bere. 8 = 
a = sın & -- ), A = im (& - b). yv=sin (3 -— e), 


‘ 
Au 


ut 
C 
© 
un 
ER 
9| 
N 
Mess 
) 


[A 


> 

© 
& 
un 

Tl 

Vo 

rn 

u 
’ 


Fun 

PER 

a 
een 








| s 0 
| 0 = 008S—, d' = sin — 


so Ist 


cos(s—w—y)=y2—yz2, cos(w—y)=yzs-+y'z, 
und die Gleichung (3.) verwandelt sich in 
00 = el'yz+ady'z 


Man erhält daher zur Bestimmung von x, y, 3 das System von Glei- 


chungen 
e & ii “ 4 
\Q } = U Rx % or Y a . 
pn fr 9 r ' 
6.) g 3 3X + FT u 2 == 1 . 








von welchem Herr Schellbach ausgeht. 
Um dasselbe aufzulösen, eliminire man aus (6.), (7.) einmal x’, das 
andere Mal x, quadrire die erhaltenen Resultate 


5 m], „ar ee "N 
(Pryzy-Pyys)e = dlyy-P'3), 
sp Pi a BI „! r (—7 | 2 DR 
Przy—-Pyyz)a d YyrP%) 


und addire hierauf dieselben. Man findet auf diese Weise 


0 u En ee u 792 


u 


(8.) = (Ph Ar 4-ß P )y z ’ı (Iy 2__ a a PR up _ AL Br Pr IR 


u —— 


+2PPyryyzyzs— Rd" Pyys—-Repyyz- a HI, 


R2 
“ 
FA 
$ 
5 
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Es ist aber 
M2 2,2 PM ce 2.2. _ BR 2 a2 AR 2 \2 22 „2 
Fr SEN P-RP- EN E-Py. 
Da somit in (8.) die Coefficienten von y’ und 3° gleich sind, so kann man 
y+z durch yz-y 3° +1 


ersetzen und yz, y'z als selbständige Unbekannte betrachten. Nach leichter 
Reduction findet man 


‚02 2, , 
) 


= (IP )ya Rp yyyayz 20" Pyya—28Py'yz' 
(9.) | + IHN PY 
RER. 

Aus dieser Gleichung in Verbindung mit (5.) bestimme man yz und y'z. 
Setzt man zur Vereinfachung 


fr =ßy+X, Yi=pytA, 


Pr. _, 
d ö' ı 


A = (PR) (°—y’) = sinbsin esin (s—b)sin(s— c), 








(10.) 


so verwandeln sich (9.) und (9.) in die Gleichungen 
‚ar 0 gr, 2 BR: > ı u 2 IM rn! ‚ 
= (P- KH) KP+2PPyYXX, 


BE a' ‚1 
yA n= ZA — 1 ö 7 
durch deren Auflösung 
1+8)X = ad— Pyetar vl, 
i rt Z\ DB IR I @ 
A+9)X = ad Pyer e ya 
eefunden wird. Nach (10.) wird dann 


IHoys = adtBysFyH, 
A+e)yz = a +BYFZYU, 


(1+.)(y2 -y2) un add 
oder nach (4.) 


2sin(s — a) 
sins 





(11.)  (i+e)eos(e— x) = 2cos(s-a)+ ya. 


: lässt sich durch den Halbmesser des eingeschriebenen Kreises ausdrücken, 
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EHE 


welcher bekanntlich durch die Gleichung 





Aa / sin (s - - a)sin(s— b)sin(s— c) 
> | sins 
bestimmt wird. Setzt man nämlich in den leicht abzuleitenden Formeln 
sin +u+e+w)+sin(+u—e—-w)+sin(t—u+o— w)+sin(t—u—o+w) 


— 4sintcosucose cosw — 4costsinasinesinw. 





| — sin (A+u-+v) + sin (—A+u+rv)+ sin (A—u-}v) + sin (A+-u—v) = 4sin A sin u sin»: 
s s s s 
een, SET HVez- b, w= 76 
\=8—a, wu=s-b, v=8-1c, 


so ergiebt die Addition der erhaltenen Gleichungen 
— sins+ sin (s— 2a) + sin (s— 2b) + sin (s— 2c) — Al aßy—Ada'p'y', 
— sins — sin (s— 2a) — sin (s—Rb)— sin(s—2e) = 4sin(s—a)sin(s—b)sin(s— e) 
die Relation 
40’ aßy-+4da'p'y' = 4sin(s— a) sin (s— b)sin(s— e)+ 2sins, 


woraus dureh Division nach 40" — 2 sins 








aßy ı a’ 
Öö Ö' 


=:=2tg'r +1, 





1+. = 2(1-+1tg’r) = 


cos’r 
entspringt. 
Die Gleichung (11.) wird demzufolge 


(12.) cos(s—y—y) = cos’rcos(s—a)+ cos ae a) Y 





In dem rechtwinkligen Dreiecke mit den Seiten f, r, s—a ist nun 

















cosrcos(s—a) = cosf 
und demgemäss 
(13.)  cos’rcos(s—a) = cosfcosr; 
ferner 
sin 1 sindsince „_sin(s—a 
. =; - ; — cot’r $ 2q, 
sinr  _ sin (s — b)sin(s — c) sins 
sın — 
also 
sin (s— a) R a 
(14.) yA.cos'r = sinfsinr. 


+ sins 
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Aus (13.), (14.), (15.) folgt 
cos(s— yw—y) = cosfcosr + sin fsinr, 
und da der Bedingung 
s-yw—y>s-a>f—r 
zufolge nur das untere Zeichen gelten kann, so schliesst man 
cos(s—w—y) = cos(f-+r), 


(15.) 
s-y—-xı = [+tr. 


Ebenso würde man finden 
16.) s-x-p = g+r, 
(17.) s-gy-v = h+r. 
Die Verbindung von (15.), (16.), (17.) ergiebt 


s—r+f—-g—h 
— ng 





s—r—f+g—h 
yv = a . 


- 





s—r—f—g+h 
Fo 5) E 





Krakau, im September 








a 
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On the KReduetion of Abelian Integrals. 
(By John C. Malet. Trin. Coll. Dublin.) 


Tuis memoir is mainly occupied wilh the proof and some of the 
applications of the following fundamental theorem. 


Theorem. If we denote the funclion 


v1-a’) 1-kx)1—kirt)... (1 kin2E) 


by the symbol A.,_1(4,2), k being the type of the moduli, and the suffix to 
denoting their number, then if the following relations hold among the moduli 


kekhhchh=- - = hs 


11 


1. the integrals 


"x dx [ z’ dx F a" dx 
Asasa (k, L) ö u A >m—I (k, L . ne #0 \ Ion k, L) L 


0 () () 


8 dx ä dc F dx 
ü A1— x’) / ke)’ 4I— Er) Am-ık,2)’ ı % Nom-ı(k, & 


J 2m —1 dus 








depend on integrals of Ihe forms 


Fä dy #: y_dy f' ee. ı 
u} y) "2 EN (A, y, , u A,y) ’ 


— AM — 


0) . () 0) 





2. the integral 


depends on the same integrals, togelher with integrals of Ihe form 
F dy 
I+vy)äA 


The number of moduli in the reduced inteerals is m—1 when m is even: 


| 2 Y 


Fe N ET 


but when m is odd. we shall find the number will be m: so that Ihere will 


be among the reduced integrals some of the forms 
& dz / s ds f 3" dz 
J Su FF Ara & Nm(t, 3 


For the proo! of this general theorem the lollowing lemma is required. 
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Lemma. The integrals 


P dy f’ dy 
y Z\ m | ( “ Y i ® ( | 2. y) A m—l ( bh, Y ) 


hi y’Prdy 
\ Nm-ı (4, y) 


where p can take anv value from 0 to m-—1: for evidently 


« 





d A ö (2, y , ei Ay'- A,y'-H++A, y = 

C Aue Mae ee 2 >= 7 Tu 
d \yAm (A, y\ } B+BÄA—y) +- + By)“ 
ur d-M) I A-y)Anıl,y) 


where A, A,. BD, B,. ... do not contam y. Hence the lemma is proved. 

The proof of the theorem when m is even is in some respects diffe- 
rent from that which holds when m is odd: we shall therefore prove it first 
for Ihe case m even and appiy il to some particular examples, and then give 


the proof for m odd. 


Case ]I. m even. 


If 


d+Mz, „_ k+k, k,+k, 








uU = — -; A 4 bi 5 
|? Ike? FE? WU TCEr 


Br dr ee er 
J 32 ) ka” ’ 1i—k, I, i ie I—h,k, ER 


EI ATZE EN 


we easily gel the following systems of pairs of equations: 


ef (x Atkadag— kar)de 
_ —— _ - _-— ” - — a y — a 3 a — 5 .. — " 
| 3 kJ PA PR, (4, Y J et k, I) 
Y dy' /* A— ka" (i+ker)de 





| Fi | 
| 7 nJ © m—l MW, y | J £ Im (Ch, LE 3 
"(A1+ka)m?i1—kae’)de 


| (? ydy ii x (l-+k: 
H H k . / / ia, IN 0— 11 h, €) 


e— m—| h, H « 


I RUE BBR u. BEER 2 Au. are © — 
(1—k)‘ i re A. u Drum, 2) ’ 














— AM 


| (Y  y"idy } a" Al—ker)de 
( | zu; IR nm—I / IN m—| (A, Y, H u/ RT TER (k, a) . 





P_ 


| f DE u, 5 Far Ber) 
(1 k ne Eu - E N (A, y') e tm (k, x 


en IN — 
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From equalions (ll.) we have m linear equalions io determine in terms 
of reduced integrals, the m integrals of the form 


$ xr de 


— n 
PT: FE (k, 2) 





where p may have any value from O to m—1. the reduced integrals being 


of the form 


NE ) dı x Ak" (1—ke’)de 
| r- k / BEE - . / er WERE ana . 
\ - yZL iR 2” Aa, k,x 


| 111. 
| | i—%k 7 dyy' ‘= (A1— key" 1-+-kr’)de 
| Y Re ) . Ass lb) 


| r,Y, 


From equations (I1l.), (recalling our lemma) in conjunetion with equalions (11.) 


we can express the integrals 


f ! d ! 
N; dead —] f} 1 . 
and 
F x da 
I En m—] h I 


in terms of reduced integrals of the required form. 
The systems (l.) give us also Ihe iwo equations 





(IV.) 


-  Hence 
1 f’ ym dy i / y' dy' 
(1 - 1 k) iR | | Y £ so ? , Yy l F | -— y' = a / / 
f d.r 
= 2 / x 
. I 7} \ ei 
Now 
y" 
MEER un — HH ! ! 
N z Y . 1 1 J / } 

193 
i+) 
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and 





we have 








| = d ud: A / 
FE. re, y a ng Br / — _.dy TER TTR U P 
Ad+krJ/ A Y)An-ı(,yY) A—kj" A—-Y)A,@,y) 
ı) 2 . =“ u () Fr / / 3 } 
2 F dx 
= Hl rn ( 
/ " ” g (1 Br k LE ZN ımn- 1 hi 1 2 


where P contains only integrals of the reduced forms and Q only inteerals 


which have been already reduced. Hence we see by means of the lemma 


/ x dx 
ü Ad— kr) Am-ı(k, =) 


0) 


that the integral 


can be expressed by integrals of the required forms. 
From the two equations (IV.) we gel 


af vr Huf” A 
\ (1-+ k)" d—y)An-ı(,y) Ad K". A—-y) Ania, y') 


() ) u J 


(IV*.) 








| 2 nn 
R (1 2°) Aan- ı (k, ® 
0) ‚ “ ; 
RN . ip 2” y"" 
and substituling as before for 12 I» We see that 
— 5 u A 


/ r dx 
« 1 — x) Nom m k, T 


v0) 
can be expressed by integrals of the required form. 
From the equations 


ED; acc AR BER. in. 


N I -ı k/° 


together with the system (J.) we easily infer the two equations 


8 = u y"dy #- 2” 1— kr’) de 
\ I--k)"tt. (1- vy‘) An-ı(d, Yy F A a 


u u 

| TNI) \ i+ ge Ins ı (k,X) 
(vw \ Mt / 

v.) | e 


pP kx “) dx 
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Hence 





oon—k / y” dy | n--k Pä ym dyy' 
\ (+ hy" ri (A+vy’)An-ı(,y) A— rt, [+ vr y'?) / Wy 


ml 
\ x gr dx 
I+nx) Am-ı(k, x 


Hence substituling etc. as before we see that 


ä dx 
A-nE) Arm-ı(k, x 


() 





can be expressed in terms ol the required integrals, and the theorem is com- 


pletely proved for Ihe case when m is even. 


Applications of the case m even. 


m = 2. 


Let Ä 
z=sind, y=sind,, y' = sind.. 


Also denoting the radical 


Y1—-kk sin?’ 9 (1— kisin’ 0 1— ksin’ Q) 








by A(#) and the integrals 


£ dd Je ie 0 dd F dd 
I AN’ I AN’I AN? J (-+-nsin’O)ALO) ’ 


0 
by the symbols (6), M(6), N(0), and P/n, 6) respectively, we see at once 
[rom our general equalions, that L(9), M(#), N(6), P(—1,9), P(—R, 6), where 
k—=k,k, can be expressed by elliptie integrals of the first and second kinds. 
and P(»,6) by elliptie integrals of the lirst, second and third kinds. 

We shall now determine their actual values, by substituting the above 
ralues for z, %, y', and m in the first pair of equations of the 


general system 
u 


ae I i Fi PER dd, en I (1 as k, k, sin’ 0) do 
I EEE A (06) 


U) u) 


Be 3 I, do, u F- I-- %k k, sin’O) dO 
- ki, RB yi- )*sin’O, , A (0Y u) 


J 
0) (0) \ Z 


Il.); we get 











or following the usual notation of elliptie integrals 
l 
I+k, k, 


F(,0,) = L()—k,l,M(0), 


——F(#, 6.) = L(6)+h,k,M(0), 





1— k, k, 
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hence 
L(0) = irere ,0)+ = —F(#', 0)\, 
0) = FR), 
where 
uch : z : Pr ii © T r mx 
Ne Dry: A > Er 


From the equations (l1l.) we get 
do, 


1 


Ik, k,sinO)’(A—k, k, sin’ 6) d6 
sin’OA ©) 











/ 
e 
0) 





\ I--Kı k;) 


sin®d yl— 7 sin? 77 


| ’0, dd, o 
A-kk)f — ES GEEEN De. 
| ZEN u yI—3"sin’ v, 7 


asily find by differentiating cold, yi—4#sin’#, that 


-E (3,6) — cot4,y1-—2 sin’. 


I— k,4,sin’0)’ (1; k, k,sin’0)dO 


sınd A 6) 














Now we 
0, do, RD 
/ em F \h, d ) 

. sin’d, y 1 7 sin’, 





lience 
(1-+kık,)|F(A,0)—E (1, 0,)— cot 6, y1— 4° sin‘ 0, 
— (1—kk,)|F(#,0,)—E( 


2kk,\L() —EEN(O)}- 


',0,)— cold, yl— 4" sin’ n'6,| 





From which by substituling the value already obtained for L(#), we gel 
(1-+k,k,){cotd,y1— 4 sin’6,+-E (1, 6,)\ 
I- ki, k, 7 k, k, Fa 
Me: _F(i, 0) 
De f 5 5 | 
N(0) = pr \ u ). 
42) — (1-4, 1)!c0ot, yl1— 4” sin’0,+ E (X, 6,)' 
R- -k,k,+-kik; 
JE; a 2; f 2 N Br A, 
Be 2 \ oe 


1V*) we gel 
| | fi tan 0, dO, 
' (d1- h,k,) / yi- As sin? N, 


I. 4 Allee 


By substituling in Ihe equalion 


1 f t: 5 7 dd, 
(A-- 4, hy)" vi. sin’ Tu 


2) 


” sın’Vddd 
ee pi 
2/ cos OA o 2 2 e Hr ; 
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3ıt by differenlialing tan d, y1—2'sin’ 6, we get 


0  tan?’d, dd N Tin 
/ FE... — —— |tand, Yl— 7 sin 6, —E(4,6,)\- 
. yi—A’s A 





m 1T- 
Hence 
| tand, yl—-4 sin 4, —E(1,6,)| 
P(-1., 0) - A 1.2 ya k?‘ ——— 3 
ln | --tan, | 1— 4” sin 0, — E (3, 0,)\ 
\ l y/r \ N | wre! ! 
> 4 7 f Lk; k F(}, v,) u | ; k. f A, Ö, ( 
We get also by substitulion 
l F tan’d, dd, | / » tan 0,dO, 
Ark k,) u yi— 4’sin?O, I—k,k,) yi— "sin? 0, 
‚v sın ddO 2 u 
—,; tı RK) — —— — pP —k =.0)— ‚[9\: 
eh: hf 1—kik,sın 0.A(0) En ’ zn I 
therefore 
u = kk \| tand, yi-4 sind, —E(4,6,)} 
P—-kik,6) = ga esAR en 
2 U) _tand,y1—a”sin’0,+E(i, 6,)) 
3b rn te 
ar 1-;- k.k, f 1m I - k, k ! ee, 1 


Professor M. Roberts of Trin. Coll. Dublin has in his trealise on 
elliplic and hyperelliptic integrals determined the values given here for the 
integrals L(6),. M(@). N 6). and P/—1,6); but the melhod of investigalion 
employed by that author has nothing in common with that which we have 
adopted. 

Jacobi 1 believe was the first who proved thal 
f sin?” 0d0 


J 


ns 


depended on elliptie integrals. The reduction of P/n,#) to elliptie integrals 
is easily proved to be a simple case of my general theorem as I now proceed 
to show. 


From Ihe equalion (V*.) we get 





n—kkh, f® sın’d do, n+kk z ins A 
» b \3 Er a e————— TI OLNS tige = — 
1 k,k,) * A -Psın 0.) zu sn 6, 1- h hi, . N y sin’ O. FILE? 


A Ss] 2 () 10 2 ’ 
= anf ee L(0)—-Pin,®)|, 


A+-nsin’O)A (0) 


i\ 
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where 


u n—k,k, 2), I/n-+kk,\ 

v= ee) RER SERIES 1 TE 

IEkk, Car 
Now as in the usual notation of elliptie integrals, denoting by /7(4, 6, v) the 
elliptice integral of the third kind, whose modulus, amplitude, and parameter 


are 4, # and v respeclively, we have from the foregoing equation: 


N 











(n—k,k,)(-+k,k,) AR Os 
N - Es 
—IFl. 0)- I(2.9,.r' 
ta 7 k,k,) (A n. kl) ‚F er R, u . Ö, Er; 
2 L(N—P(n,®). 
Hence 
P‘n, 6) 
k,k, k,k, 
— 2 (m+k )( 1— k,k,) Fa,60) — 2(n — k,k,)A-+k,k,) y#(a, 0, 
n N 
1 —_ (A, 0 + —- — ’ 
2(n-+k,k,)(1 hl k,) wu Ir si: 2(n—k,k,)( A-+ H-k,k,) Ar (dh, EE 


Q. E.D. 
Observation. If relations similar to 
k=kk,=k;,k, etc. 
hold among the moduli of the reduced integrals in 4, these latter integrals 


2 
can be made to depend on integrals ol a still lower order; thus if we denote 


by A(#), the radical 








Y(l—k’sin’0) (1— ksin’®)...(1— k, sin’®), 


do ”sin’Odd 
—— —,  eic. 


Ihe integrals 


un 


0 FIEBER 1 Wh 
can be reduced to elliplie integrals, il the following equations hold: 


RK k, k, =- I, k; — k- k. . 
ki, :- k; 1 —- k, k, = l; + k,) | k- | ki, n 


\ k; .- k; 1 — k, k, 2:3 | k, u. k;) ( k,; k- 


)/) 


and in general if there are 2”’—1 moduli the inlegrals can be reduced 
elliptie functions if the moduli be such as lo salisiy certain systems ol 


equalions. 
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Case II. m odd. 
If we attempt to reduce the integrals in the case of m being odd by 
means of the substitulions (].) we get pairs of equations idenlical in form 
with the system of equations (Il.), until we come to 


1 S y"—dy E ar A—kir’)de 
gr 7 rg 1er ; = u See 
(1 u“ k)” ß Pa (A, Y) « äh 2m—1 (k, J J 


0 0 


N f ger? dy 1 / "X gpm- 3 (1 ie k’x h ) dx 
rm un 7 Ale Ser; 3” ‚Gl Ale one ru 
(1—k)" J "2 GER (MW, Y) € Dom-ı(k, X, 


u) 











these two equations giving Iwo different values for Ihe integral on the righ! 
hand side; but from the previous equalions of the system to which ihey 
belong, we have m—2 equalions Irom which we can determine, in terms of 
reduced integrals, the m—2 integrals of Ihe form 


I cr A— k’rt)de 
a gungen 
Arm (h, T) 


() 


where p takes all values from 0 to m —»3 inclusive. 


From previous substitutions we get the pair of equaltions 


1 'y y"—dy x rl +ker)’— k’rt)de 
Ad+kr2)7 Am) ArıliyN) BR A h. 
\ nn) U Si Y)äm-ı\%,Y) uf 1 >) j “ 20 A I, ’ 

(1-+nx) z )Aom-ı(k, 2 
u N n 


\ 1 £.: yay F zr(l-- ke’) A—k’r’)die 
[en AHy)Ana,y)  . (FR: 


) Eee 0 (1- na )\ 1 pe 2’) Am ı(h, @ 


(VL) 








\ 
Now if A and 5 be two arbitrary constants and if values for A and D can 
. . ä 7 ) f ) ) . . . 1 I;* ) 
be determined, that will make A(1+%kax°)’+ B(1—kxr')' divisible bv + —r, 
J \ « n 


it would seem that from Iihe Iwo equations (VI.) combined wilh the m — 2 


equations previously mentioned that we could determine the value of the integral 


ad (1—k'r’)dx 
> A+-nz2°) Am_ı(k, x 


ie) 


in terms of the reduced integrals: but such is not the case: for any values of A 
and B which make A 1+kr")’+B1—ka?)’ divisible bv 1- - x, make it also 
divisible by I+ ne". 

From the foregoing discussion il is eviden! Ihat we must seek a new 
transformation in order to be able to express in the case of m beine odd. 
all our integrals of the & Itvpe in terms of reduced integrals. For tnis pur- 


r 
Journal 


für Mathematik Bd. LXXVL Heft 2. 1 i 
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pose, let us consider !he following system of substitutions analogous to the 
system (1.), viz. 


2ykx 1+k k,+k, 
3 = ,m #= Fer u re 
' Hi 2yh 2yk, h, 
(VII) A 
EN. ae er 


Pie 2yk, k, 
From these we deduce easily the following system of equations, in which the 
number of moduli in the integrals on the left hand side is m in place ol 


m-—1 as in the previous reduced integrals: 


| f dz | gr (A+kı’)" de 
2 yk N) a (u, 5) e en -] (k, L : 














a 5 F sd Srarlt+kei)rtde 
YM) arm) ud ST Amakhe) ° 
| 
| F " frz 4cka’y—de 
WS md IT Amar) 


We could continue this system (VII) as far as we please, but the three 
equalions just written combined with Ihe m—2 previously mentioned are 
sufficient to determine the m--1 integrals of the form 
x“ zrde 
J/ Arm-ı(k, €) u 


0) 





where p takes all integral values from O0 to m inclusive in terms of integral: 


f' dy z dz 
- - ——, el. 
f W \ / N ’ 

VAN m—I1 (A, Y) Fi A m Mu, a, 


U) 


of the forms 





If with the system of substitulions (VIE) and (l.) we combine the two follow- 


ine, vIz. 

















’ (n— I)’ l ( n—k \’ 
v=- x “ v=—I — ], 
Ank n\ Ak / 
we easily find ihe equations 
| f: zm—3 dla ar 3 A | kx”) dx 
79 /L\m—2 ML A Tara a pp , b) 
\® y ı) « (1 1 v2 Ya MU, u, m / n ( ! .z va FR 
| \ () () (1 NZ | - L J Am —1 (k, L) 
Ba 1 $: y"!dy A a” 1 +- ke) I— ker’) de 
A+ ky"., A+m)Aiy) « ET Bw. j 
IR)" ıTr#Fy) n—1\% %) E 41 ne 1- 2’ )Asn_ı(k, 2) 
\ | N / !m—1 \ ft j 
| n 








Malet, on the reduction of Abelian integrals. 107 


nah) f "da ‚.ktn—k)’ f yr-!dy 
(2 1% ur” A je (u v' vÖ 3 IN m ( u . 2) 2 (1 | k) m 4 | _y y 2 n u Y 


J me) 
) 


x am tt ka)int kt (in— kerde 
u — Z | 2 
[3 \ 


nz") Am-ı(k, x 


from which it is easilv seen as before that we can express the integral 


iR dx 
PB \ j —-n x e\ 1 k, T 


Re J —2m- 
0 


in terms of integrals of a lower order. The Iheorem is therefore proved in 
ihe case of m odd. 

Observation. 1. From Ihe system of substitutions (VII) we see 
that each of the moduli ol the Iype « is greater Ihan unity, but the reduced 
integrals of this class can be transformed into others whose moduli are each 
less !han unity as follows. Let 


Ä dz 
. YA—z’)A— u’) A— u’z I— u? z° 


{ Ä no l { EN 


be one of the reduced integrals, and let «, be Ihe greatest of its moduli, 


then if we put #,3= 2. we easily see that it will be transformed into another 


“, 


integral of the same form in which each modulus is less Ihan unity. 2. When 


) dı 
/ - y. — J_ = \ ' eic.. 
| u m—l h, Y) 


can be made to depend on similar integrals in which the number of moduli 


m is odd, the integrals 


« 


is less by unity that is m—2; this is, indeed, preity evident. For if we 
2 ,/hr 
» . 1 . . 2yka 
transform these integrals bv the substilulion y Ipgr, We make Ihem de- 
pend on similar inlegrals, in which the number of moduli is 2(m—1)—1 = 2m-— 3 


which are connected by Ihe equations 

kekkbehkh. ede.. 
and since m—1 is even. these last integrais depend on similar integrals with 
m—2 moduli; therefore the first integrals can also be expressed in terms of 


these lalter inteoerals: then we see that Ihe inteerals 


2 .d j sin’ VddO 
. 23 4 2,2 e / WE 2372 -4j | ES 


y(1—4’sin’0) (1 —4'"”sın’ 0 I(l—4 sm 
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can be expressed in terms of elliptic functions. As another example, if 


the radical 








v1 Asin’) (1— kisin’ 6) 1— kisin’®) (1— k; sin’ 6, (1— k}sin’0) 
be denoled by the symbol &(6), Ihe integral 


/ (1- h“ sin "0)d0 


can be expressed in terms of elliptie integrals of the first and second kinds, 
if the relations hold kA=k,k,—=h,k,. A great many other interesting results 
may be found by taking particular cases of the general theorem, but it is not 
necessary to multiply them. 


11. 


Öther relations among the moduli for which the fundamental theorem 
is true. 

1°. The relations among the moduli A=k,k,=k,k, etc. are not the 

only ones for which our fundamental theorem holds; for if we change « 


into the integrals 


{ 
3 43 
a’ —1 


/ 5 dır “ an / A 
—_ A er \ nn ' ie) 2 . . . AN r "A \ be) 
« u (k, Li FARO) !m—1 (h,a x) ? L DAT STORE | \fty Mn 


() t) (0) 


fi- de F, dx 
— nn 
ds x >) A ee (k, „c) ws (1-+nz&) Am-ı(k, x) 


ı) () 








become transformed into the integrals 


— /* (e—Ijr-ide nn a (a 1)" de 
+y—1/ —R u Par’ io = N 
“ Demi } 1— k’,&) ‚(} 1 / / 


nis 4 2" dx » 
Hy — 
« (1- N/A Y I? 00 





























u & u. Fu \m = x m 
— (z’—1)" dx _ un. de 
Hy-i Ze, +4y-1 Ä n. 

“ Arm -ı (yI— k’,x) 7 (d—(n+ rn 2°) Aun-ı ai _ „x) 


each modulus being changed into ils comodulus. Therefore the integrals 


x dx 1 3 } . » ” 

s ——, ele.,„ can be made to depend on inlegrals of the same form 
a A001 R, X) 

() 

a 
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in which each modulus is changed into its complementary. Making a similar 


transformation of the integrals in 4, the imaginary Y—1 will be eliminated, 
and we infer ihat our fundamental holds, when the moduli are connected by 


the relations 
1 — hi“ a ( 1 — ki) ; 1 an k;) — ( | — k; [ vn ki, Mi eic.. 


or when 
k=yk+k—-kk=yk;+k,—k;k;, etc. 
In the case of m even, the moduli of the reduced will be given by the 


equations 
k,k, e hy, 


y ‚nut FAN MT m 


A+yd—R)d—h®) I+ yd—K)d—) 





2". If in the integrals 


va ß dx 
—e eic. 

A2m—1 (k, L) . 

( 


2 zZ . . e * * 
we change x into r£ the integrals will remain unaltered except in their mo- 


i a 
n ” 


. . | pP . . . 
duli, which become a , ele. li we make these substitutions in the 
{) [) 


series of conditions 
1-7 = (1—-k)(1—k) = (1—-k)(1—k;), etc. 


of the last paragraph, we get Ihe following relations among the moduli for 


which the integrals are reducible, viz. 





‚272 ‚2 1.2 
k’ = BB. Inn un . nr 1 . elc 
hi 7 al le, 71 ki ’ 
E 1— x’ 
3. If we use the transformalion x’ = TE ze We know by the 


theory of elliptie functions or by direct substitulion that 








dx nn dx 
are - _— a En becomes I Ta new _— —. 
yAa—- a’) A— kim”) yA+z)I— iim-22”) 
and 
J.2 2 ] 2 
i- a Zug — r’ 

it one (i- FF) — — ——  — etc. 

f | - Kim- 2 


Io 


[rom which it is plain as before that the inteerals in x can be made 
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depend on others of the same form in which the moduli are 

















2 2? : ————— > 
k; ; / Km? wo. Fe dm zn A k HE Im? m—3 
> u. j f u u ce - € . » . —— - 
2m—2) l 1 a J? y) | 1 er . ) | 1 1” 5 AR 


Hence we infer as before that the integrals are reducible to others of lower 
order if the following relations are true 


( kom : Fan Kam—3 \ (> = ——s / köm_? 2. m) ] I ( Kim? ch e) 
u ——  — —, ae —————— _- a en ME v en —— . 
; | Ai Kam-3 / 1 — 2 \ | PInE köm—5 ac l —k” 





ulm—4 
In this case, Ihe change of each modulus into its comodulus gives no new 
set of relations for which Ihe reduction is possible. 


The foregoing relations are easily seen to be equivalent to the 
following. viz: 











2 ‚2 1,2 1.2 I 7.2 vn 22 
IR I; 2m alı Zınm—5 "1 tilın—3 (A 2m—4 T kam5) IE iu h 2m—3 
= a —{ - - 
m: 2 
1 — Kam-3 
‚2 1,2 1,2 7,2 | 22 N 1.2 
/ Zm—6 fÜlm—7 hi 2m—)3 Cd 2m—b T KOm—7) "TAm—) 
— ee. 
v2ın—3 
1,2 AN 
h RT 1 


1 je’ Köm—3 


111. 


heduetion of Abelian integrals to the standard form employed in 
this memoir. 


If f(x) be an algebraic function of odd degree, 2m+1 sa 
Abelian integrals: 


x de x zdx xgn—ldg x dx 
ng —— uf b) a « ® ® . ” = a re . - Er 
4, Mo)’ 


0 vo. VI) vo If) o A+nS)yfe)’ 


v, then the 


can be expressed in terms of integrals of the form we have used. 


Demonstration. Let Ihe roots of f{x)=0 be x. ©. ... u... Ihen 


hy 


fl) =(2-2)(e--©)(2—-33)...( Cm) = 0. 
Now in place of x put = (@,— #,)-+x,. then 


c—2% becomes — (m —z,)(1—r 
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similarly 
, ) ) .n ) XL, 
e-, = -%-2)1-kr), ff k=—<Z—, etc. 
T| L, 
Hence 
er f(x) = (mn -zÜJf (2) I’ A2._ı(k, 2). 


and de becomes Zr (m, — x,)dr. 
Hence the integral 


/ x de 
} W i Vf) 


| is transformed into the integral 
1e 


9,1) 9%, f r dx 
a » \ pe fa zu ” / Eu x“ E - 
f ’ (2, B | « IN ın fi, L, 


U) 


and in a similar way the other Abelians are reduced to our standard form: 
since Abelian integrals can be reduced to integrals of our standard form. and 
since if the moduli of these latter integrals be connected by certain relations. 
we infer the following Iheorem. 
If f(x) =0 be an algebraic equation of the degree 2m-+1,. whose rools 
are connected by the relations | 
. 
\ 


gr aa \T ap \ FEN | ne » 5 ea u ER En ai 
(A 3—%,) (da Li, ns T; I 1) Lı— 4 1) — wi : ui Hr tr = W —— elc., 


d 


Ihen the integrals 


e f" dx / < zde f’ rl de 
u a ... m 8 
u Ye Yf(&) £ 


f ‚fe 


() 


can be expressed in terms of integrals of the forms 


e day F ydy jr y” -] dy 


) } p (y) () } 7 (Y) . } Y \Y) 








and 


can be made to depend on integrals of the same form, together with integrals 


/ ” dy 


4‘, AdA+rvY)yEly) 


of the form 


where g(y) is of the degree m--1 when m is even, and of the deerees m--2 


Fa 


and m when m is odd, the reduclions in the first case being made by the 
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substitutions 


(ı———— 
ıVz, — ty, — —: 
Y En — —— — 


Faben FeTe wert Tel; 





and in Ihe second case by either of these together with the substitution 





RR). 


e-2,+1@,-2)@,-a,. 





This theorem may of course be proved directly. 
Dublin, 1872. 


Postseriptum. 
lf fix) be of an even degree, 2m-+2, we reduce the integrals 


Vi de 
4 Vf) 


0) 





to the standard form by the substitution: 











"op: Er (Lrm+1 — Erm+2) 2° + Lam +2 (Lam — Crm+1) E 
em (Lrm+1 — Lm42) 24 (rm — Lrm+1) i 
and we find 
PR ER TI — Dom , Lim+1 77 Lom--2 1% en T,— Lim L2m+1 7 Z2n+?2 
ie; Lim}? Lamtı — Cam } NEE LT, — Lim? Lom+1 7 T2m ‚ 


and it is easily seen that the conditions that ihe integrals may be reduced, 
are in this case all given by one set of relations among x, %, 2;, elc., 
for we can derive each set of equations from the first by a suitable. inter- 
change among &,. 75. 2» ... Zuns2-  Ihus from the condition 
"=hk-I;h,, 
by interchanging x,, and x,.,2 we get Ihe conditions: 
1-7 = (1-k)(1—-%) = (1-%)(1-—k}), 
and similarly the other conditions may be deduced. 
Dublin, May 5tb, 1873. 
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Bemerkung über die Form der Integrale der linearen 
Differentialgleiehungen mit veränderlichen 
Coefficienten. 


(Von Herrn Hamburger.) 


1 Kerr Jordan hat in den Comptes rendus (annce 1871, 2. sämestre 
p. 787) eine Note „Sur la resolulion des &quations dilferentielles lineaires” 
veröffentlicht, in welcher er das System linearer Differentialgleichungen mit 
‚ constanten Coefficienten für den Fall gleicher Wurzeln der zugehörigen alge- 
" braischen Gleichung vermiltelst einer Reihe von Substitutionen auf eine sogenannte 
“ canonische Form bringt. Die Differentialgleichungen finden sich darin in 
gewisse Gruppen gesondert, die sich unmittelbar integriren lassen. 
Das Verfahren des Herrn Jordan lässt sich nun, wie wir zeigen wollen. 
mit Erfolg anwenden auf die Bildung des nach der Bezeichnung des Herrn 
Fuchs”) zu einem singulären Punkte gehörigen Fundamentalsysiems von » 
"linear unabhängigen Integralen einer linearen Dilferentialgleichung »!° Ordnung 
zwischen z und y, von der Gestalt: 


x RE 


te ty = 0. 


dar! 


(1.) 


al de" 
WO Ps Pas >» P„ Functionen von x allein sind. 
| Stellen nämlich y,,. 9%, ... y, ein beliebiges System linear unabhängiger 
Integrale dar, bezeichnet ferner (y,) die lineare homogene Function von 
v4 -.. y,, in welche die Function y, übergeht, wenn die Variable x einen 


‚Umlauf um den betrachteten singulären Punkt macht, und ist 


(1°.) (Y)ı = AıYyır ‘+ d,.Yu> U Y er a,1Yıt + uns 


ES SB 


„wo die Coefficienten a, , in Folge der linearen Unabhängigkeit der Integrale 
Rx] % CL n Ä 
3 


N. ... 4. der Bedingung zu genügen haben. dass ihre Determinante nicht 
‚verschwindet, so kann man. wie Herr Fuchs 1. ce. gezeigt hat, eine lineare 
homogene Function 
N u = ay+Pypt+""+oY,. 


u. 


% 
e 
7 % 
ii 
5 





*) Dieses Journal Bd. 66 „Zur Theorie linearer Differentialgleichungen.* 
Journal für Mathematik Bd. LXXVI. Heft 2. 15 
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Iinden, welche der Relation genügt: 
2) (u) = wu 


n 


falls w, eine Wurzel der Gleichung: 





dau-—® ... 4. 

| 

I zn Dr . | won 0 
| 
KL EB  ] 


ist. Die Gleichung /= 0 nennt Herr Fuchs die zum betrachteten singulären 
Punkt gehörige Fundamentalgleichung. Die Verhältnisse der «, P, ...« 


iinden sich als die Lösungen des homogenen Gleichungssystems: 


(3.) hr "Tom >= 00, ... Aura. —=_0m.. 


\ 


: hat dann in der Umgebung des singulären Punktes, wenn wir denselben 
mit « bezeichnen, die Gestalt (e—a)’y, wo r bis auf additive ganze Zahlen 
durch die Relation e””" — w, bestimmt ist und eine in der Umgebung von 
a eindeutige Function vorstellt. 

Sind sämmtliche » Wurzeln ® der Fundamentalgleichung ungleich, so 
giebt es ihnen entsprechend » Funclionen « von der angegebenen Beschallen- 
heit, weiche das erwähnte Fundamentalsystem bilden. Sind hingegen gleiche 
Wurzeln vorhanden, und ist ®, eine solche, die « mal vorkommt, so ordnen 
sich dieser Wurzel ausser der obigen Function « noch «u —1 andere Funclionen 
ais Glieder des Fundamenlalsystems zu, welche in der Umgebung von « eben- 
falls die Form (e—a)’p haben, wo aber p im Allgemeinen den Logarithun: 
von e—a und dessen Potenzen bis zur («—1)!en inel. enthält. Herr Fuel 
hat 1. e. eine Gleichung (12, $. 3) aufgestellt. aus welcher sich Relationen 
zwischen den Coelficienten der mit Logarithmen behafteten Glieder in dieser 
Functionengruppe herleiten lassen. und in einer späleren ergänzenden Arbei 
(dieses Journal Bd. 68 $$. 3 und 4) auch einige solche Relationen entwickelt 

Wendet man nun die Betrachtung des Herrn Jordan auf diesen Fal 
an. so sieht man, dass die in Rede stehende Gruppe von « Funetionen in 
Allgemeinen in mehrere gesonderte Gruppen zerfällt, die mit einander in gu 
keinem Zusammenhang siehen, indem nämlich die Relationen zwischen den 
Coeffieienien der mit Logarithmen behaftelen Glieder immer nur innerhalb der 
Functionen einer solchen Partialgruppe stattfinden. Zugleich lassen sich div 
Integrale jeder Parlialgruppe in eine einfache Form bringen, welche die ge- 


nannten Relationen mit einem Blick übersehen lassen. 








N, 
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en 


on 


u 
DU 


he 


en 


WENEENSTD Zei 


Hamburger; über die Form der Integrale der linearen Differentialgleichungen. 115 


Ehe wir nun zur Anwendung des Jordanschen Verfahrens auf die 
Bildung des genannten Fundamentalsystems übergehen, schicken wir der Voll- 
ständigkeit wegen den Beweis eines Satzes voran, der für jenes Verfahren 
die nothwendige Voraussetzung bildet. 

Hilfssatz: Es seien yı, 9%, -.. 9, und 3,. &, ... 2, zwei Systeme 


von Grössen. die durch das Gleichungssystem: 


(° = 0%, 1YıT &ı2aYat + ans 
4 2 = 0,1Yıt AaaYat tan Yns 
2, = %,1Yır n2Yat Tun Ya 


miteinander verbunden sind; es seien ferner Yı% Mar... Yı. Ir Ion. 8 
zwei andere Grössensvsteme, welche mit einander durch das nämliche System 


n 


(4.), aber mit Yı, Y> -»- 4. und 3, 22, ... 3, resp. durch die Gleichungs- 


systeme: 


\Yı Auyı rn" On Yas 
y. = 6,1170, 
2 a bu2ıt+ +5,02, 
a > 
IM, 
i > 
\ Sn -. b,ı2ı + +b, nDn 


17 


verknüpft sind. Bilden wir nun unter der Vorausselzung. dass alle drei 
Substitutionsdeterminanten: Ia,,, Ia,;,. I£b,, von Null verschieden sind, die 


Determinanten: 


| An ...  Unı Bet 
P=|: Heil: 

| ? v 1} - * 

A u ee b,.. ee 


so stimmen 1) P und // in den Coefhieienten der Polenzen von w überein: 
P (und also auch alle höheren Grades) verschwinden, während die des 
—1j)ten Grades nicht sämmtlich Null werden. so verschwinden auch alle 


2) wenn für einen Werth von w alle parlialen Determinanten »v'®" Grades von 


partialen Determinanten »ten Grades von //, während die des (r—1)!®" Grades 
nicht sämmtlich Null werden. 
Beweis. Aus 


n. — Or Yyır' + GL}, y, — bi; St ur + b..5. 
I a 


ak 
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folgt: 


[ si. u... n r \ ei ..r a Pi f ] ! \ i 
@xı@yı I T Ein Ad.) Yı r I (dar T Or nun, Y. 


_ ( b;.ı Aut N + b;. ea) Yı + Ds + (bz1 Cınt ar u bi. FOR Un 
ınd hieraus: 


77 x BE. ‚, : 
(T.) u Gl u b;. Gi == € kA 
s i 


für jedes % und 4. 
Bildet man nun die Determinantenproducte 


| Cr . . . On | | 4,0 . . . d,.ı 


3 5 . 
m oe un] din u Am zZ 
Du-w ... b mr” 
5 14: Sn 
| BD, er ie 5, 
und setzt IDe,,= 0, so erhält man nach (7. 
| Cu u ... SG, 
0.P=-N.Q0=|: I=R, 
1-1 ® 2.2. | 


und da Q der Vorausseizung nach von Null verschieden ist, so folgt daraus, 
dass die Determinanten / und // für jedes w einander gleich sind, folglich 
in den Coefficienten der Potenzen von ® mit einander übereinstimmen. 

Um den zweiten Theil des Salzes zu beweisen, bezeichnen wir die 
partialen Determinanten v'®" Grades von P, /I, Q, R resp. mit P8> 5 


RR nn—1)...(n—v-+1) ’ ih, 
(4.55 7,5, Wo z7 und Ö beliebige der — re © ver eenen Combinationen 
i #? a | 





von » verschiedenen Zahlen aus der Reihe 1.2, ... » bedeuten *), so ist 
(Cauchy, Journ. de l’&cole polyt. cah. 17 p. 107) 


I. 


N, > 4,ıPosın ee Gy.uPS.u an 19817 a y Tu q, u” 
Da aber nach der Voraussetzung alle p,,; verschwinden, so muss auch r,,; = V 
sein für jedes 7 und d. Giebt man nun Ö alle Werlhe 1, 2, ... u, so er- 


hält man aus (8.) das Gleichungssvstem: 


iu « 


0 = T,1Qu tt 7, uQ1,u> 


#) Vgl. Baltzer, "Theorie der Determ. 2. Aufl. p. 35. 


_ 











- 
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J 


dessen Determinante I g.1:--q,., eine Potenz von R ist (vel. Franke, dieses 
journal Bd. 61 pag. 350), also nicht verschwindet, folglich müssen „_ RPIENB FR 
einzeln verschwinden. Dies gilt für ein beliebiges y, und somit verschwinden 
sämmtliche partiale Determinanten v2 Grades von /7. 

Würden auch noch sämmtliche partiale Determinanten (»—1)!en Grades 
von // verschwinden, so würde man vermiltelst ganz derselben Schlussweise 
folgern,. dass die sämmtlichen partialen Determinanten (r—I)!en Grades von 
P gleichfalls verschwinden müssen, was gegen die Voraussetzung ist. 

Aus dem so eben bewiesenen Satze folet noch. dass in den Gleichungs- 


systemen: 


3.) ed,, een. 04,1 = 0W,. De 3 aa, Sr 04,,= 00, 
und 
I.) abut "tod, .=uaw, ... ab, „tod, 00, 
mit den Determinanten Pr W, — I! WW, ee 0 derselbe (rad von Inbestimmthei! 


stattfindet, d. h. dass in dem einen System ebensoviele Gleichungen eine Folge 
der übrigen sind, wie in dem andern. Denn die nothwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, dass »—r-+1 Gleichungen eines Systems und nicht mehr 
eine Folge der übrigen sind, ist das Verschwinden sämmtlicher partialen 
Determinanten »t®n Grades, während die des (vr —1)!® Grades nicht alle ver- 
schwinden *). Diese Bedingung ist aber, wie bewiesen, in beiden Systemen 
stets gleichzeitig erfüllt. 

Wir lassen nunmehr das Jordansche Verfahren folgen, um zu der 
canonischen Form des Systems (1".) zu gelangen. 

In dem System der » Gleichungen (3.) wird, da S(w,) = ist. min- 
destens eine Gleichung eine Folge der übrigen sein. Ist dies mit mehreren 
Gleichungen der Fall, so wird die Zahl derer, die eine Folge der übrigen 
ist, nach dem Hilfssatze unabhängig sein von der Wahl der ein Fundamental- 
system bildenden Integrale, da die » Integrale des einen Systems mit denen 


eines beliebigen anderen durch das Gleichungssystem (4.) verbunden sind, für 


In 5923 


welches Io,, von Null verschieden ist. 
Aus den »—rv übrigen von einander unabhängigen Gleichungen des 


systems (3.) werden die Grössen «, /5, ... oe als lineare homogene Funclionen 


= ") Vgl. Baltzer, Theorie d. Determinanten. 2 Aufl. SS, 3 und $S4, 7. Briefliche 
‚Mittheillung von Kronecker. 
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von » willkürlichen Constanten bestimmt werden: folglich alle Functionen », 
die der Gleichung (2.) genügen, sich linear homogen durch v derselben aus- 
drücken lassen. die von einander unabhängig sind, und die mit x,. ... a, be- 
zeichnet sein mögen. Führen wir nun in (4°) ar. ... a, statt Yı, ... 9, ein, 


so erhalten wir folgendes System: 


\f . \f 
| U, h n ur u, . . . Bi U, an“ vr, N, $) 
\ r Ä | | 
\Yırı) 7 41h TI TA, U, TA, Hr TR, m Yan 
a0, 
# e — | N) ET / nz ’ | 
\ Un Ad, 4%, 7’ T0,,%, TA; ı9), +1 a + TO,nYn . 


Hier wird die Fundamentalegleichung: 
I = ur —-wW)' I -_— 0, 


a, +1. 0, Ww . , - A ,y-1 
d = 


| 

RR a 

Diese Fundamentalgleichung stimmt mit der ursprünglichen, wie bewiesen, in 
ihren Coefficienten überein. und da o, als eine u-fache Wurzel der Fun- 
damentalgleichung angenommen war, so muss v— u sein. Istr=«, dam 
sind #,, ... a, sämmtliche der Wurzel &, zugeordneten Integrale und bilden 
also = u Gruppen von je einem Gliede Ist »<Z u, dann ist w, auch 
Wurzel der Gleichung .f'=0. Bezeichnen nun «', P', ... oe’ Grössen, deren 
Verhältnisse das Gleichungssysiem: 

erfüllen, und man multiplieirt die Gleichungen (10.) mit Ausschluss der 
ersten der Reihe nach mit «', 5, ... eo’ und addirt, so erhält man für die 


Function 
(12.) ve = ay,.t+te'y,. 
welche von den « linear unabhängig ist, die Relation: 
13.) @)=wvw+Yy[m,...%,), 
wo g eine lineare homogene Funclion von @,. ... a, bezeichnet, welche 
übrigens, wie die a selbst, der Relation (p) =w,gp genügt. 





Seien nun in dem System (11.) »’" Gleichungen eine Folge der übrigen. 
so wird es v’ von einander linear unabhängige Functionen ®,. ©, ... ®,. vol 
der Beschaffenheit wie © geben, so dass 
v1) : 00,7 fl...) 9) =wP, rt Pal... yes. v.) =W%,+ Pr Ü,. 


s 








] 
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i und alle Functionen, die die Relation 13.) erfüllen, müssen sich durch 


;- 05 v,. linear homogen ausdrücken lassen. Zwischen den 


o darf keine lineare Relation bestehen, weil sonst eine lineare homogene 


; Function der © bestimmt werden könnte, welche der Relation (2.) ze- 
nüote. mithin die Zahl der von einander linear unabhängigen Inteerale. 
die dieser Relation genügen, grösser als » wäre, geeen obise Vor- 
aussetzung. Hieraus folgt noch, dass » nicht grösser als v sein kann, da 
zwischen je »-+1 Funclionen g notwendig eine lineare Relation be- 
stehen muss. 

Ist nun v-+v'= u, so bilden die « zur Wurzel «, gehörigen Inteerale 
v' Gruppen von je zwei Elementen und v— vr Gruppen von je einem Elemente. 
Die zweigliedrigen Gruppen sind: 
%, Pılı...u,) mit den Relationen: (vo) =wvu +9, A=09: 
RE fi Wi .n .n. .a i z j WU. ( er y wg 
\ Die eingliedrigen Gruppen sind die v—rv’ übrigen linearen homogenen Funetionen 
l 
von %,, a,, welche weder mit einander noch mit den x in linearer Re- 
lation stehen. 
N r * . .. . P7) » 
Unbeschadet der Allsemeinheit können wir offenbar für die Functionen 
ir) - 
j Pin... ,, einfach x, ... «,. und für die v—v übrigen Funclionen «,..,..... 
| setzen, so dass die Gruppen lauten: 
| zweigliedrige: Ye, 
BR EN 
[eingliedrige: Wo Wr nur Mes 
| - - 
Wo 
e)=wvo,+%, (W) = wU.. 
je 
Ist v+v' < u, so führen wir in (10.) statt y,.1» Ys42s »-- Y,;,, die Integrale 
Cs ©25 ... dv,. ein, und wir erhalten das System: 
wu, u We, 
.)' u+0 0, +. (d,)=U,+0,0,, 
he ER, dr , 
a, ,u, +e+@, „U, Ha, „+ıdı te +Q, ,,.®, A AR +0, 





" 7 Die Fundamentalgleichung wird hier: 
AI = (8 w,) er. I" Zi VD, 





- 
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von » willkürlichen Constanten bestimmt werden: folglich alle Functionen », 
die der Gleichung (2.) genügen, sich linear homogen durch » derselben aus- 
drücken lassen. die von einander unabhängig sind, und die mit »,. ... a, be- 
zeichnet sein mögen. Führen wir nun in (3%.) an. ... w, statt Yı, ... 9, ein, 


so erhalten wir folgendes System: 


ir Sa it, ri, 
\ Ä | Ä | | 
10 My, TE da, 1,1, 7°, a , 74, RE) he ı da, Hin Yns 
\ ” \ 
. ‚ z : . ' ’ i | | 
\ \Yn) — A, u ee 5 d,,Ü%, bar 20 ep 1%, N True 


Hier wird die Fundamentalgleichung: 
I‘=(\W, — u A = 0, 


u 

in 2: 
Diese Fundamentalgleichung stimmt mit der ursprünglichen, wie bewiesen, in 
ihren Coeffieienten überein. und da o, als eine «-fache Wurzel der Fun- 
damentalgleichung angenommen war. so muss vr — u sein. Istv=u«u, dam 
sind 4, ... a, sämmtliche der Wurzel w, zugeordneten Integrale und bilden 
also vr = u Gruppen von je einem Gliede. Ist » <Z u, dann ist w, auch 
Wurzel der Gleichung .?=0. Bezeichnen nun «', P', ... oe’ Grössen, deren 
Verhältnisse das Gleichungssysiem: 


t 4 


11.) da | ER FR a 
\ £ ” d,41, BR: re Ans 2 6. wıo a 1% d,-1,n 1 a it; Ayun Zw d wW 


erfüllen, und man multiplieirt die Gleichungen (10.) mit Ausschluss der 


y/ 


ersten der Reihe nach mit «', 5’, ... eo’ und addiri, so erhält man für die 


j 
Function 
12) = ayatto'yı 
welche von den « linear unabhängig ist, die Relalion: 


13.) eY=wvtY[lu;s...%,). 


\ 


. . “ . . } 
wo « eine lineare homogene Funclion von @,. ... a, bezeichnet, welche 


übrigens, wie die x selbst, der Relation (p) =w,p genügt. 





Seien nun in dem System (11.) »’ Gleichungen eine Folge der übrigen. 
so wird es v’ von einander linear unabhängige Functionen ®,. %, ... d,. vol 
der Beschaffenheit wie © geben, so dass 


\f / \f z z \ s \f r ' , ’ 
v,) =W0ıF+ Yıldı-.a,) (9) SORT" + Poli.) + (du) =. T PU: 








e 
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ınd alle Functionen, die die Relation /13.) erfüllen, müssen sich durch 
Un zen Uyy Bin > &,, linear homogen ausdrücken lassen. Zwischen den 
o darf keine lineare Relation bestehen, weil sonst eine lineare homogene 
Function der © bestimmt werden könnte, welche der Relation (2.) ze- 
nügte, mithin die Zahl der von einander linear unabhängigen Integrale, 
die dieser Relation genügen, grösser als » wäre, gegen obige Vor- 


aussetzung. Hieraus folgt noch, dass » nicht grösser als v» sein kann, da 
zwischen je »-+1 Funelionen g nolhwendig eine lineare Relation be- 
stehen muss. 


ii az PR 
\vurzei @w, sehörisen Inteerale 


-.- 
. 


Ist nun v+rv'= u, so bilden die « zu 
y' Gruppen von je zwei Elementen und »—r Gruppen von je einem Elemente. 
Die zweigliedrigen Gruppen sind: 
%, YPılım...u,) mit den Relationen: (vo) =wv +49, pı=WQ, 


4 


OO, P,ı\Ur...Ü,) 0 .. .. °,.) = WO. TG, P, = WG, 


Die eingliedrigen Gruppen sind die v—rv’ übrigen linearen homogenen Functionen 
von 4, ... &,, Welche weder mit einander noch mit den x in linearer Re- 
lation stehen. 

Unbeschadet der Allgemeinheit können wir offenbar für die Funetionen 
Pin». ,, einfach w,, ... @,. und für die v—v’ übrigen Funclionen «,..15 ... % 


setzen, so dass die Gruppen lauten: 


(zweigliedrige: ,, ©; %, ©: ... Un Cu 


14. 


eingliedrige: w,..,» 129 
Wo 
’ 4 
(®,) 9, +U, (U) = WıU,. 
2 ; ' ; 2 Pen BO ” r Us P i : . } ! 
Ist v+v < u, so führen wir in (10.) statt Y,41» Ysras - - - Yu, die Integrale 
® . £ . ER ER : 1. m eu N . 
©, ©as ... ©,. ein, und wir erhalten das System: 
Wu, .:+ (U,)-0M,, 
u 9 U, id, N VO, 
‚4,) 0 1,  SAIRERR 3 AR B, R l 
! n 
in l ft ’ y 
a, ,%, a, „u ER} ( ir Q,, 


Die Fundamentalgleichung wird hier: 


1=(w—- ww)”. 1" =0, 
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wo 
Er En a A en 


E 


| a, Ly’1i1.n . . . da er [#2 | 


n 


Da v+r'<u, so ist ®, auch Wurzel der Gleichung 7" = 0, und wir können 


„ ’» 


daher @”, 2", ... 0" durch das Gleichungssystem bestimmen: 


’ 


16.) aa Leetg" 
\4D.) C O,+ 41,7 +7 +17 rp 4a 3 N 


u DR RR , PR " 
BEE ad 1, His > Ü Ad, +1 2 ; Anno w,, 


Multiplieirt man die Gleichungen (15.) mit Ausschluss der +’ ersten der 
Reihe nach mit e”, 5”, ... oe” und addirt, so erhält man eine Function 
vw = WW y.raıt to’, 
welche von den x und ® linear unabhängig ist und der Relation genügt: 
17.) (w = ww+tw(u,...%,5 014... 0.) 


wo ı eine lineare homogene Function bezeichnet. 
is seien nun in dem System (16.) »” Gleichungen eine Folge der übrigen. 
so wird es »” von einander linear unabhängige Functionen w,. ... w,. geben. 
die der Relation (17.) genügen, so dass die Gleichungen stattfinden 
(18.) (w) =wWw + W (Us... 0,5019 + 0,0)4 +. (0,0) SW tv ls Od). 
und jede der Relation (17.) genügende Funetion muss sich durch #,. ... .: 
Pie. Dal Wis... W@,, Jinear ausdrücken lassen. Zwischen den Functionen 
Ya... Vu darf keine lineare Relation von der Form 
19) aw+bw+.-+nvV. = flüs... u, 

bestehen, wo fiz,..... @,) eine lineare Funclion von ,,.... a, ist, weil sons! 
eine lineare homogene Funclion der w existirte, die ohne durch die x und v 
linear ausdrückbar zu sein, der Relation (13.) genügte, was gegen die Voraus- 
selzung ist. Hieraus folgt ferner, dass v" nicht grösser als »’ sein darf, weil 
sich sonst durch Elimination der v" Grössen e aus den Gleichungen /18.} die 
Relation (19.) herstellen liesse. Ist nun v+r-+r"=u, so zerfallen die ' 
der Wurzel w, zugeordneten Integrale in »” Gruppen von je drei Elementen. 
’—r" Gruppen von je zwei Elementen und »—rv' Gruppen, von je einem 
Klemente, welche wir, wenn unbeschadet der Allgemeinheit die Functionen 
Wis... W,,, durch ®,, ... ®,. erselzt werden. folgendermassen schreiben können: 

v' dreigliedrige Gruppen: 


\ 


. . \f q / \f 
ds %, %,, mitdenRelationen: (a,, =wn,, (d) =Wwd, +%, (0), =W,w, +Pı. 


; ‚ \f f \f f 
RT Dr. ID, (en .. .. U, —W u, > PL, —) U, TU, ‚ww Ss —=WW,.Tte, “ 


y' 
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y„'—y" zweigliedrige Gruppen: 


U,orı, Overı mit den Relationen: U A — 2.7 BEIRPPRR( AER ©, 0,u,1 + %,-; 1% 
ww } ; er 


f f N 
(u,.) 0, U,, v 0,®, Fu,.; 


U, U, .s 9 > 
y—v' eingliedrige Gruppen: 


4,.,, mit der Relation: (w,.,,) = w,%,..ı. 


f 4 
u 9 “ (u, -0,U,. 


Setzen wir das beschriebene Verfahren weiter fort, so gelangen wir zu fol- 
gendem Ergebniss: 

Es sei w, eine «-fache Wurzel der Fundamentalgleichung /—0, und 
es mögen in den Gleichungssystiemen von der Form (3.), (11.),. (16.), wie 
sie in den successiv angewandten Subslitutionen in der vorgeschriebenen 


' Zi 


Weise nach einander auftreten, der Reihe nach v, v', v", ... v‘” Gleichungen 
eine Folge der übrigen sein, so dass v-+v'+ + +rv'” = ur ist. und wobei, wie 
wir gesehen, jedes folgende » nicht grösser als das vorhergehende sein kann, 
dann zerfallen die « zur Wurzel w, gehörigen Integrale in 

v’ Gruppen von je 4-+1 Elementen, 


(}- I)__ (4) 


„ DB „ 
vlt" u “ 
v—v u » „a 1 Element. 
Die m Elemente Yı, Y>, -.. %„ einer m-gliedrigen Gruppe sind durch folgende 
Relationen mit einander verbunden: 
‘ \ (a .\ | ir 
(20.) Nı) er WYı, (9) - WY:-r Yı» er (Yu) en OY TIm i )» 
Anmerkung. 1. Wenn v" =0, dann mus v"=r" =... — y) —(), 
v= 1 sein, und man erhält « Gruppen von je einem Element: für jedes 
dieser Elemente gilt die Relation (y) = wy. Dieser Fall tritt ein, wenn in 
dem ersten Gleichungssystem (3.) « Gleichungen eine Folge der übrigen sind. 


Zj 


2. Wenn v ==1, dann muss v = v -y’—1 sein, und sämmt- 
liche der Wurzel w zugeordneten Integrale bilden eine einzige Gruppe von 
«+1 = u Elementen. Dieser Fall tritt ein, wenn in dem Gleichungessvstem 


(3.) nieht mehr als eine Gleichung eine Folge der übrigen ist. 


*) Wir lassen von nun an der Kürze wegen den Index von @ weg. 


Journal für Mathematik Bd. LXXVI. Heft 2. 16 
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Wir gehen nun dazu über, die Form festzustellen, welche die eine 
Gruppe (20.) constiluirenden Integrale in der Umgebung des betrachteten sin- 
oulären Punktes « annehmen. 

Wir setzen der Einfachheit wegen 


f a S\ 
log (a d) 


B - = WW 
Iri ’ 


so dass a bei einem Umlauf um a in «+1 übergeht. Bezeichnet ferner f(u 
eine willkürliche ganze Function (m—1)!°® Grades von u 
fW) = A+Au+-+A,1w", 


wo die Coelfficienten Ay. ... A,„_, beliebige Functionen von x vorstellen. die 


m 


in der Umgebung von a eindeutig bleiben. so beweisen wir zunächst, dass 
den Relationen (20.) genügt wird. wenn wir setzen: 
(21.) | Im = (z-a) flu) Yan zla-a).wdflu), ... 
| 2 = (za) WI fu), -.. Yyı = (za) w"'d,_ fu), 
wo der Exponent r, wie bereits im Eingang erwähnt, durch die Gleichung 
e”"— o delinirt ist, „/f(a) die Differenz f(a+1)—f(a) und Zfiu) die Diffe- 
renz ke" Ordnung von f(x) mit dem Inerement 1 bezeichnet. Da hiernach 
I) = 1.2...(m—1).A,_, kein « enthält, so ist in dieser Gruppe das 
Integral y,. und nur dieses, mit keinem Logarithmus behaftet. 
Es ist nämlich, da (@—a)’ bei einem Umlauf um a in w(—a)’ übergeht. 
(Ynı) = (z-a) wo Ff(u-+1) 
— (2a) w (fu) + A" flu)) 
O Ym-aT Ym-r-ı: 
Somit sind die Relationen (20.) erfüllt. 
Es erübrigt noch zu beweisen, dass die Relationen (20.) die Form 
(21.) für das System der Integrale y,, ... %. in der Umgebung von a noth- 
wendig machen. 
Aus der ersten Gleichung in (20.) folgt: 
(y(z-a)”) = yıla-a)”. 
Mithin ist y,(@—a)”" eine in der Umgebung von a eindeutige Function von 


x, und wir können y, die Form geben: 


Yı = (2 —-a)w" a ‘‘ 
ir . v . log (x d j Rn 
wo f\a) eine Function von «= —, 'm—1 ,!*» Grades bedeutet, deren 
\ / 2; N 4 
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Coeffieienten ganz willkürliche Functionen von .r sind mit der einzigen Ein- 
schränkung, dass sıe in der Umgebung von a eindeutig bleiben. I"""fiu). 
als kein » enthaltend, stellt daher eine beliebige um a eindeutige Function 
von x dar. 

Aus der zweiten Gleichung in (20.) folgt alsdann,. wenn wir setzen: 


% = w""(c—a)z, 


Da aber 
4" fu) A" fu+1)— I" fi 
(4" f(a))' — I" fu 
ist. so ergiebt sich: 
(3 —- I""f(a)) = 3—- I" "f(n). 
Mithin ist 3— .4”"""f(w) eine in der Umgebung von a eindeutige Funelion von 
x, und indem wir diese mit dem ganz willkürlich gelassenen von x freien 
Gliede in 4”""fiu) zu einer einzigen Function vereinigt denken, können wir 
3 = 4""f(u), also 
= arte 
setzen. Auf dieselbe Weise erhält man successive: 
s=wur’z-a) If, --. la) fm). 
Die Form (21.) der Integrale einer Gruppe von m Elementen zeigt, dass 
dasjenige Element y,„, welches mit der höchsten Logarithmenpotenz, der 
(m—1j)ten, behaftet ist, zugleich alle m» von einander unabhängigen in der Um- 
gebung von a eindeutigen Funetionen enthält, welche in der Gruppe überhaupt 


vorkommen. 


ö u a lor(z-—a 
Die Relationen zwischen den Coeffieienten der Polenzen von -—°,, 
Tr 


in den verschiedenen Elementen derselben Gruppe sind durch die Form (21. 
unmittelbar gegeben, ihre Zahl ist offenbar 


m(m +1) mim —1 


— —m= = 


Weitere lineare Relationen zwischen den Coefficienten der Logarithmen- 
polenzen in den Elementen verschiedener Gruppen untereinander können nicht 
stattfinden. Denn da in jeder Gruppe gerade so viele von einander unab- 
hängige Functionen vorkommen, als die Zahl der in ihr enthaltenen Elemente 


beträot, so sind überhaupt in dem der Wurzel » zueeordneten System von 
2 | = . 


16 “ 
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u Integralen gerade 


var) + Pr P) + +2 (vv )tr—v = u 
von einander unabhängige Functionen vorhanden, welche Zahl sowohl noth- 
wendig als hinreichend ist. 

Da nach der oben gegebenen Eintheilung in Gruppen die höchste Zahl 
der zu einer derselben gehörenden Elemente, die überhaupt vorkommt, gleich 
,+1 ist. so ist nach (21.) die höchste Potenz des Logarithmus, welche in 
den Integralen enthalten ist, die Af®. 

Wenn v = I ist, dann steigt die Logarithmenpotenz bis auf die 
(et), Ist vu, dann treten in den Gruppen, die hier alle (s. S. 121) aus 
je einem Elemente bestehen, nirgends Logarithmen auf. Tritt dieser Umstani 
bei allen gleichen Wurzeln der zum singulären Punkt « gehörigen Fun- 
damentalgleichung 47=0 ein, so sind sämmtliche Integrale des zu diesem 
Punkt gehörigen Fundamentalsysiems in ihren Entwickelungen nach Potenzen 
von e—a von Logarithmen frei. Wir können noch hinzufügen, indem wir 
uns der von Herrn Weierstrass („Zur Theorie der bilinearen und quadratischen 
Formen.“ Berl. Monatsbericht 1868) eingeführten Definition der „Elementar- 
theiler* einer Determinante bedienen, dass der zuletzt hervorgehobene Fall 
stattfindet, wenn sämmtliche Elementartheiler der Determinante / den Expo- 
nenten 1 haben, wozu, wie ebenfalls Herr Weierstrass gezeigt hat (l. e. p. 331 
nothwendig und hinreichend ist, dass jeder Theiler w- w, der Determinante 4. 
wenn er in derselben «, mal vorkommt, auch ein gemeinschaftlicher Theiler aller 
Unterdeterminanten (»— u,+1)!e" Ordnung von 4 ist. Dass dies bei der ge- 
machten Voraussetzung zutrifft, ist sofort aus der Form der Determinante des 
Gleichungssystems (10.) ersichtlich, wenn man daselbst v = w, und ©, stall 
wo, setzt und beachtet, dass die an derselben Stelle mit 7’ bezeichnete Deter- 
minante nach der Annahme für = w, nicht verschwindet ge 


=) Bezeichnen wir NYz,y, mit und Na.,ay mit w, i=l,..n,k=],...n, 
un ° — 1 , 


so stimmt die Determinante J der Fundamentalgleichung mit der Determinante der 
bilinearen Form w— oy in den einzelnen Elementen überein. Nach den Unter- 
suchungen des Herrn Weierstrass (l. e. p. 331 u. 319) enthält der in Rede stehende 
Fall die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die Funetionen g und 
« vermittelst linearer homogener Substitutionen sich simultan transformiren lassen in 


resp. N X,Y, und N@o,X,Y,. Wie Herr Christoffel (dieses Journal Bd. 63, p. 255) 
ol ° = a ) Be E \ 

nachgewiesen, ist hierfür hinreichend, dass, wenn a,;, von der Form g-+hi ist, a,, die 

Form g— hi hat, unter g und h reelle Grössen verstanden, alle a,, aber reell sind 
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Schliesslich erkennt man noch aus der Form /21.). dass der Coelfieien! 
der höchsten Logarithmenpotenz in irgend einem Elemente einer Gruppe dem 
vom Logarithmus freien Elemente derselben Gruppe bis auf einen constanten 
Factor gleich ist, mithin selbst ein Integral der betrachteten Differentialglei- 
chung darstellt, was bereits Herr Fuchs *) angemerkt hat. 


Berlin. Februar 1873. 


Eine Arbeit des Herrn Jordan in den Comptes Rendus vom März 
1872: „Sur les oseillaiions infiniment pelites des svstemes maleriels.“ welche 
uns nachträglich bekannt geworden ist, veranlasst uns zu einer literarischen 
Bemerkung. Es ist darin eine von Herrn Somof 1859 in den Memoires de 
l’Academie de St. Petersbourg veröffentlichten Abhandlung erwähnt. in welcher 
das System der Gleichungen für die sehr kleinen Schwingungen eines Systems 
materieller Punkte sich behandelt findet und der Beweis geliefert wird. dass. 
auch wenn die zugehörige algebraische Gleichung gleiche Wurzeln hat, die 
Zeit in den Integralen nicht ausserhalb der Sinus und Cosinus vorkomml. 
Herr Jordan knüpft daran unter Bezugnahme auf seine frühere Arbeit vom 
Jahre 1871, die unserer obigen Untersuchung zum Ausgangspunkte diente, 
einen neuen Beweis desselben Satzes, wobei er auf den Zusammenhang des 
fraglichen Problems mit der Aufgabe, zwei quadratische Formen gleichzeitig 
in eine Summe von Quadraten umzuwandeln, hinweist. Wir bemerken hierauf, 
dass Herr Weierstrass bereits in der im März 1858 in den Berl. Monatsber. er- 
schienenen Abhandlung: „Ueber homogene Functionen zweiten Grades‘ sowohl 
den in Rede stehenden Satz festgestellt als auch den Zusammenhang desselben 
mit der Theorie der Transformation quadratischer Formen, wie übrigens schon 


aus dem Titel zu ersehen, nachgewiesen hat. 


Berlin, den 235. April 1873. 


indem die andere daselbst noch geforderte Bedingung sich hier von selbst erfüllt findet. 
Gleichzeitig sind alsdann sämmtliche Wurzeln w, reell. Wir bemerken noch, dass 
derselbe Fall, der hier für das Nichtauftreten von Logarithmen charakteristisch ist, in 
der Theorie der simultanen Differentialgleichungen mit constanten Coeffieienten das 
Ausbleiben der nichtperiodischen Funetionen der Independenten in den Integralen zur 
Folge hat. (Vgl. Weierstrass, Ueber homog. Funet. No. 5, Monatsber. 1858.) 

*) Dieses Journal, Bd. 68, „Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen“ $. 1. 





u 








Ueber die allgemeinste Hlächenschaar zweiten 
(Grades, die mit ırgend zwei andern Flächen- 
schaaren ein orthogonales System bildet. 


(Von Herrn Schläfli in Bern.) 


Seit Dupins genialer Entdeckung sind die orthogonalen Flächensysteme, 
so viel als mir bekannt ist, besonders von Lame zur Behandlung physikalischer 
Fragen gebraucht worden. In den Comptes rendus der Pariser Akademie 
finden sich unter dem 30. November 1868 und 9. August 1869 Mittheilungen 
des Herrn Darbour, und unter dem 19. October 1868 solche des Herrn Morin, 
welche orthogonale Flächensysteme betreffen und eine tiefe Erforschung dieses 
Gegenstandes beurkunden. Es kommen darin namentlich auch algebraische 
Flächensysteme zur Sprache. Aber in dem freilich geringen Umfange der 
Literatur, die ich verglichen habe, konnte ich keine Spur davon auffinden, 
dass die in der Ueberschrift genannte Aufgabe von jemand wäre gestellt und 
oelöst worden. 


l. Elimination zweier Parameter. Es seien f, f'. f’ drei von ein- 


df=fsde+f,dy+f.ds= Zf,de; T=ZAfl, T=ZLf, TEL, 


D=Zf,_, D=Zf2, D’=Zf 


‘ex or 


ander unabhängige Funclionen der rechtwinkligen Coordinaten x, y, 


Wenn Derivationspolynome mit einander multiplieirt vorkommen, so soll das 
vorangehende nie auf die Elemente (Coeffieienten) des nachfolgenden wirken; 
sondern man verstehe z. B. 


DD =D’ = Ef Zst Fl. 


er ° oy oz ? 


in diesem Sinne sei 
U=-DEHf/= ZB. 3f,Bf., V=B D"f. "=BRf". 
Dann ist 
DT=-U+U, DT=-U4+4U, D'T'=U-U'; 


folglich 


DT+DT-D"’T’), eiec.. 
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und diese letzten drei Ausdrücke mögen nun als Definitionen von U, U’, U” 


gelten. Ferner ist 


oT a oT" " “ ii: 
Er Df, :D For wi Df, HD fi; 
also 
r 7 oT" r mt a pp , ı TOR . 
ZDf. er „tr=D fe en 22Df,.D f«+=ZDf. Dr+Z=ZD DE; 


Da nun 
DU=D(D'D"f=DD'D’f+=&Df,.D"f.+=ZDf/.D'f, 
ist, so folgt 


Bu le = +D'Z—) DD'D"f-2ED'f,.D"f, (=) 


Zugleich ist 
=-Df, T=-DfL, T=-1DD(e+g44r), U=D'D"f. 


identisch verschwinden. 


[A 


Re. nun T, T', T’ in Bezug auf x, y. 
so thut U: -DT+D'T+D"T"), folglich auch } dasselbe; und man hat 
fünf Gleichungen 

Df=0|4D'D"(«-+y’ 

D"’f=0| D'D"f — 0| 
aus denen man die vier Verhältnisse f: fy:f.. fx :f, :f; eliminiren kann, so 


dass eine Differentialgleichung dritter Ordnung entsteht. der die Function f 


-+- 
[A| 


DD'D"f-2=ZD'f..D"f.=0, 


zu genügen hat. Da 
3 ’ „ l » ’ ıı p . Ip m 2 
— DD er f,DD f,-2D f..D f;; 
so kann man die letzte Gleichung auch durch 


Y=-Z£D'D"' 0 


darstellen. 
Da die zwei Parameler f‘, f" im Systeme der fünf Gleichungen als 
eliminirt zu gelten haben, so lösche man ihre Spur aus, indem man die ge- 
nannten vier Verhältnisse mit !:m':n, Ü:m”:n’ bezeichnet und fortan 
ö 


- u ) a üs oO > R x ° N a N R ! 
D' — Sl. D'"' — &1'— setzt. Mittelst der dritten Gleichung / + m'm"--n'n'' — 0 
OT OL i 


des Systems kann man zeigen, dass die zwei ersten eine nolhwendige Folge 


der drei neuen Gleichungen 


!"D’f+!D"’f=0, m"Df+m'D'f=0, n Df+nD"f-V0 
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sind, so wie umgekehrt diese drei aus jenen zweien hervorgehen. Dann hat 
man sechs Gleichungen, die in Bezug auf die sechs zu eliminirenden Ver- 





hältnisszahlen = /T, = mm", y=n'n"’, e=mn”’+m"'n, S=nl’+tn'T, 
7 = !m”+l" m’ linear und homogen sind. Dadurch ist Irrationalilät vermieden, 
und man kann sofort die Differentialgleichung dritter Ordnung, die nur den 
Parameter der ersten Flächenschaar enthält, in Form eines sechsstelligen 
Determinants darstellen. Dieser einzige noch übrige Parameter werde fortan 
mit f (statt f) bezeichnet, und es sei 
dt =pde+gdy+rds, dp=ade+hdy-+gdz, 
| | Determ. = J 
dq =hdce-+bdy-+fdz,) 
| Minore AU. 9, 
dr = gde-+fdy-+ cds, 


ferner sei immer noch wie früher 


b) 


D = P- ne oo —r E.. 


OX oy 0% 


Die drei neuen Gleichungen (die ersten des Systems) geben 





BMn.% 
N .2Pp. € | = 9, 
G.8.2%y]| | 


wenn man p:q:r eliminirt. Wenn also 4, w, w Indeterminaten bedeuten. 
so ist in Bezug auf diese das Polynom ax +Pw-+yw+ewo+Llgw+tngu 
zerlegbar in ((y+mw-+no)("z+m"y+n"o). Daher haben D’, D" immer 
noch eine Bedeutung, aber eine solche, dass sie resp. durch @D', z D" er- 
setzt werden können. 

Es sei ferner g@ =p-+q-+r" (also og Lames Differentialparameter erster 
Ordnung, dessen umgekehrten Werth er zum vorzüglichen Object der Dilfe- 
renlialionen macht), p=eo4, g=ou, r=orv. Dann ist 

wii. ipi. hu, 
p oA 4 u, di 


D 





ryy't .n'nit 1 17,2 7 1 DOOR ‚ 1 ’D" F 3 do n. 
»D’D"_=2D'D" L-1Da3.D"_-ıD" np 1 - PD, Ipıpn. | 
p 0 ” Br, Su 0 20 0 | 

Aus D’'D’f=0 folgt ZUD"(oA)=o>rl!D"i=0, und au DIDI=0, &/D'—0 


folgt DA: D’u:D'v=l":m" in”; ebenso D’i:...=[:... Also ist SD/A.D"'i —=0: 





.9 > Y ’ > 1 . . 
und da A--u+v =1, so bekommt man |} = eine scheinbar 


irralionale Form, die aber für spätere Verwandlungen bequem ist. 





— 
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Ich bezeichne und vereinige nun die sechs Gleichungen des Systems 


E wie folgt: 


1L)=?2pa-+gqn+rl =0, 

I)=RgP+r +pji =. 

(IH) =2ry +pS-+ge = 0, 

(A.) SV. 
(V)=aa+bP+cey+fe+gc+hn=d. 
rn A 
= 0’ DD" — =0. 

Man kann die Werthe von «, 9, y, &, £, n, die sich aus den fünf ersten 
Gleichungen ergeben, kurz durch die in Bezug auf /, vw, & identische Gleichung 
0.pP+g-+r.0.py Hqy--rw 
| 
p-.pa+gh+rg.x .ay+hvw-+gw 
q .ph+gb+rf.w.hx+by+ fw 
ir. PI+ af +r0C.0.9% + fw cw| 


'B.) or + Pw+ yo’ ey +4 Cyo + ng 





darstellen. Was die ursprüngliche rationale Form des Differentialausdrucks 
Y betrifft, so ist 
DD'D't = «Da+pDb+yDece-+:Df+-Dg+nDh: 
EDp.D'p = I(la+mh-+n'g)Üa+m"h+n"g) 
ZSa(a+h+g)+Felhgq+bf+fe). 
und wenn man dieselben Relationen 
+h+g = U+la+b+c)a-(A+-B-+LQ) etc. 
hg+bf+fe = S+la+b+e)f, elc.. 
die in diesem Journal, Band 30, gegen das Ende der Abhandlung Herrn 
Borchardts ..Neue Eigenschaften der Gleichung. mit deren Hülfe man die 
seculären Störungen der Planeten bestimmt, vorkommen, gebraucht und 
a+b+ec).(V.)—- (A+B+6).(IV.)= 0 weglässt, 
ZDyp.D'py = Zla+ 8%: 
Also ist 
V=>0.Da+>reDf-2(ZAR+F%e = 0 
die sechste Gleichung des Systems (A.) in einer elwas mehr entwickelten Form. 
Wollte man oben den Gebrauch der Richtungscosinusse 4, u, v ver- 
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meiden. um durch einen rationaleren Process zum Ausdruck Y = — 


zu gelangen. so stund die Identität 


” N 7 > ' „ _. B- ) y m n 
o(Deoe.Do-—-ZDp.Dp) = 2 .. = -P-Dg— Gr). 


+ ZAp +2 F5qgr)(IV.)+(- Fl H+r)a+2Fgrf)(V.) 
zu Gebot. 
2. Integrabilitätsbedingungen für die Differentialgleichungen 
lde+mdy-+ndze=0, Mdc+m'dy+n"de—0. 


Aus dem Dasein des orthogonalen Systems folgt die Differential- 
gleichung F =0O für den Parameter der ersten Flächenschaar. Dass aber 
umgekehrt, wenn eine Flächenschaar die Bedingung V=0 erfüllt, daraus das 
Dasein der zwei anderen Flächenschaaren mit Nothwendigkeit folge, vermag 
ich nicht unmittelbar einzusehen und glaube daher die Integrabilität der zwei 


eenannten Diflferentialgleichungen untersuchen zu sollen. Wenn 





er % oO n’ om\ ‚dt on’ \ And ar \ 
 — )4 m | — —- Hu ——— 
O Y UZ / OR OT FT O% ey ) 
den auf die erste und #” die auf die zweite Differentialgleichung bezüglichen 
Integrabilitätsbedingungsausdruck bedeulel, wenn ferner 


4 


u! 
7 .. .- k(p, g,r), 
ı.n | 
so findet man 
IH = (Hr BZW. ar u" = —(+r- FII)V, 


dass wirklich beide Integrabilitätsbedingungen sich zu der einzigen V = 0 
vereinigen, der die Function f bereils genügt. Man kann auch sagen, — V 
sei der gemeinschaftliche (nach obiger Form gebildete) Integrabilitätsbedin- 


oungsausdruck für die zwei Differentialgleichungen 


BEI TFT ELIEN 


Ye’+ m’ n"” 


YET m’ nm’ 





Die Rechnung kann etwa so geführt werden. Es sei 
”H+U"H'" =U|IU”H-UÜH" =W:R, 
m" H’+-m"H" = U’ \mM”’H—m"H"—= W':R, 

ı H’+n”H" = U"|n"” H—n”H" —= W":R 





"Da m"n"- 


peÜU- 


Da 


Zp & 


ist, so können demnach U, W linear und homogen durch + 
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mn” =peR, etc., so erhellt sogleich. dass 


0 


al +rn U" =0, peW4+gEW try W" 


qr(l.)+rp(ll.)+pg Il.) — 2pgr IV.) = 0 


gır)= 


n 


r,gS 
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rn dar- 


gestellt werden, so dass beim Fortschritt durch die Coordinatenaxen die 


Coelfieienten ungeändert bleiben. 


a (Tde-+m'dy-+n'dz) 


so Ist 


al” H' 


—. 
+ 
’ 


Da 
rRk)dy-+-(Ö+gR)dz, 


en > 2 dr . }, - 


9 209 v4 n\ 
0.2 Ir 0,20 , o(c+qgR) 00 
n„—rR) —— — (S-+qgR) —— - 20(- er37 . 
0% ‚ oy oy 03 
Zu O(n—rR) oO(S--qR 
(S- gR) —._ 5 Wh . 
oT 5 ; 0X 


Subtrahirt man hiervon den Ausdruck für 4/?”H". der sieh durch den Ueber- 


sang von R in 


W o@ c«& oO ol ’ 
— —r1 — — ga —+lb+ce)ae +4gq — -+I1r— Iac—thı 
R 02 / oy TAT, TI OX 7 ihr 
es ologR ologR\ ,,.- ologR 
0 — Li — I(rk-+an)— 
\ Oy 0% ) “ . 9 er 
Hier ist 
0a 0@ oa on oc o(ri-+ qm “ 
ee de, iqg- | EEE. u 
Toy 5 P Do, 295, 27% : 23° 
Demnach ist 
Ww oloxR o(l.) peren s 
RB == > Fe -(1.)-1 1 —— h-; e)\(1IV.) A V. eDlos R- D: c/3 
! OT ” OT ? j . 
also 
Ww R(eDlogR— Da- cd —by-+ fe). ele.; 
daher 
W--W'ı+W" = 
am - (DlogR—-a—b— e).(IV.)- D(IN.)+(V.); 
d. h. 
W+ W'+ W'" VÖ. 
Man darf also 
W=—(d-rm)T, W=-irn-pe)T, W (pe -gq&)T 


En > 
Yy 
1% 


-R unterscheidet, und dividiri durch AR, so komm! 
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seizen. Es ist ferner 





















P.rn—pel 
17 -Pe=gs: 


und da die Minore des Schemas \ 





ee. er | 
| 7 aß. € | | 
IE... .2%y| | 
die Werthe -p’R', —pgqR’, —prR’, etc. haben, so folgt | 
Ä ( 
| IP. W' | A ( 
BR), wr| > PpqrT, 
R Y- w"i ; 


und hieraus 
m £ 'P.-—-DP-—ay—ca-+ gi 
(a. pr T=ı z | 
; Ay Ar | \ 
ı7.—Dy—ba—aß-+hn 
Man hat 


m” RU+W' (m-poT—RU' 











1? RU+W “ (g—m)T-RU 
Da 
mM"  n+rk 2% Ä 
I" 2a n-—rR’ 


so wähle man 
mM" pP n-+rR 





wink 
und scheide in der Gleichung 
e(n—rR) ((rn—pe) T- RU')— P(n-+rR)((g£—rn) T-RU) = 0 


die Irrationalitätscomponenten. so bekommt man 


n|e (rn —pe)—P(gS—rn)]T+rR’(PU+oeU') = 0, 
— ra (rn— pe)+P(gS— rn)]T+ n (BU-aeU') = O0. 
Dass 
a (mp) B(ge—rn) = —pgrR', 
ist schon bewiesen. Ferner ist 


. \ ! I er . \ - a 1} 
alrn —pe)-+ Plg-—-rn) = >: 


m 


L.)+ 3°.) — 4 (UL) -+rn(IV.)+n(ge— 2rß). 
Die zwei Gleichungen geben daher: 


3U+eU'’=pqnT, PU-aU' = (gre— 2r’P)T. 
l pq' ’ I 7 , 
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Da nun 


pgn--gqre -2r 9 q1.)—2(g-+r')P, 
pgqn— gre+2r = p(l.)—r (I) +2r°(IV.)—2(p’+r)« 
ist, so folgt 
U- (g+r)T, U=—(p-+r)T, U”: p+q)T, 
au" H (++ EZÖT. 

Es bleibt noch übrig, 7 mittelst der Formel (a.) zu berechnen. Um 
die Terme, welche die dritten Abgeleiteten des Parameters f enthalten. von 
den übrigen scheiden zu können, selze ich D=D,+D,, mit der Bedingung 
D,(a,b,c,f,g,h)=0. D,,(p.gq.r)=0. Dann sind die Terme dritter Ordnung 


im Ausdruck (a.) für pqgr T durch „D,,3#—PD,,7 dargestellt, was mit Rück- 


sicht auf die aus |B.) herlliessenden Werthe 
q.Dgq, 
_ p +o°(gg—rh\, etc.: 
r.Dr 


Mi Be | 
'|g.Dg p.Dp‘ | 


() pP Ü G)- G -qh). eic. 


& 


zunächst gleich 

| 0 . 07 . r/ | 
“u: nn =, | ro’>paDf- o’pDf. (IV. 
ID p: D’g: D’r 


I 


ist. Der erste Term wird Igr@e D’p—grD’p.(IV.). Man hat also 
yDuıP—-PDuy7 = Zgre(pDa+gDh-+rDg)+(p+g-+r)ZEpaDf. 

Hier ist pgr« der Coellicient von Da, derjenige von Df ist 

r. pP -+qg.pgy-+(p-+g-+r)pe = ipepi. — gr HE)) + pig+r)IV.)+pgr e. 

Folglich ist 


Duß-PDıuy = pgr(ZuDa- 


>: Df pgr DD'D"f. 
Um den noch übrigen Theil des Ausdrucks (a.) zu finden. berechne man 
zunächst 


(A) = Doe+by+ep— fe 


r I 
und setze für diesen Zweck 
# 


En ir 
E Dp 2 -Dgq d5 r Dı 


x 
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Dann ıst 

Da = -pqEr pr Eg— Dp(qDr-rDqy)+o'(gDg—hDr)+2(gqg—rh)ZpDp, 

by+e—fe = (rf— ge) (r Dp—pDr) + (gf—rb\(p Dg—qDp)-+0’(hDr—g Da) 
pr EqspqEr - Dp(qDr—rDq)-+o°’(hDr—gDog): 


folglich l 
A. glg>FpDp— Dr.Dp])-r[hZEpDp— Dpy.Dgq) (= q0—rR),. | 
Aber | 


P=) fZpDp- Dg.Dr= — Ap—Agr+Hpr+G®pg, 
und 


IA.(B)ı- IP. rR—pP' PN) _SnP 
= |, p_ go) PP-AN)-ZpPe, 


also auch 
= pgr >Ae Ep pa- gr) 
= pqr ZA + I SE) = pgrFDyp.D"p. 
Daher endlich 
T=DD'D"r— 22Dp.D'p = V. 





3. Die erste Flächenschaar sei algebraisch. 


. TZ Y S . 3 
Erselzi man x, y, z durch 5° m m; 50 ist der Parameter f eine 
DE 7, 


homogene Function nullten Grades der vier Variabeln », x, y, 3. Sie sei 


mittelbar durch eine Gleichung DO gegeben, wo D eine homogene ganze 


Function #°® Grades der vier Variabeln »w, x, y, 3 bedeulet, worin die als 


u 





constant betrachteten Elemente (Coeffieienten) noch unbekannte Funetionen des 
einzigen Paramelers f sind. Die Ableitungen, in denen f als conslant eilt. 
werden auf gewöhnliche Weise, diejenigen nach f durch einen Accent, und 
diejenigen. worin f als die durch die Gleichung $ =O bestimmte Function 
von w, x, 9, 3 gilt, durch Einklammerung bezeichnet. Da Df=0, Dr=0. 
DD'r—-0 ist, so hat man für jede Function YV von w, x, y, 3, f unmittelbar 
DYı=DV, (D’Y) =D’) und (D'D’V) = D’'D"V; und da die Gleichungen 
DV. (D’P)=0, (DD’P)—=0O identisch richtig sind. so folgen aus 
denselben die bedingungskräftigen Gleichungen D'P=0, D'B=0, D’D'P—=0, 


’ nn + y’+z ’ 2 ; 
die, mit D’D"—I-1 2 — 0 verbunden, die zwei Hauptkrümmungsrichtungen 


nu 
> 


(Elemente der Ableitungspolynome D', D”) auf ähnliche Weise bestimmen 
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oe) 


F oD «D , tr ot N Pa D 
wie früher. Aus 0= (7 er Mn — | 


en } ‘ . . e 2 elc 
O7 or O4 vxE (p' or 


Es sei 


d$ = ndw+pdx-+ gdy+rde+ hd (also HP = nw- px 4y-thrz). 


7 
in 


etetrr = 
dritter Ordnung ist daher zunächst durch (D’'D’($':o))-- 0, also vermöge 


Dann ist das frühere o jetzt o:#’. Die Dilferentialgleichune 


voriger Bemerkung auch durch 


U 


Ren N 
DD’- — 0) 
) 


% 


dargestellt. Es sei ferner, wenn f als constant gilt, dn = jdiw- kdac-ldy- md: 


dp— kdw+adae+hdy+gdz. etc. (also d-1)n = jw- kr ly+mz, elc.). 


'j.h.l.m 
E77 | 
| 

| 


k.a.h.g!| 


If | I + kK-+-IL-- mAl eic.. J an --hN 8, ete.: 
| I, Fi 
Im.g.f.c| 

also z. B. 


G-1)(Ap+Hg+Gr) = Ja— Ku 


Da hier für & die Abgeleiteten in Bezug auf x, y, z mit denselben Buchstaben 
bezeichnet sind, wie in $. 1 diejenigen der Function f, und da die jetzigen 
Bedingungen für die Elemente von D’, D"” sich von den frühern nur dadurch 


unterscheiden, dass $& anstalt f steht, so kann man den Ausdruck (B.) (in $. 1) 


sofort auch hier anwenden: er werde mil TER, bezeichnet. und es sei 
= wp+xz2+yyw+zw. (Die Indeterminaten y, z, w, & sind bestimmt, nach 
© oO © © 
beendigter Rechnung resp. —, —, ——. 
e cw’ or’ oy 02 
2 


zu bedeuten.) Da $=0 ist, 


so kann man im Schema für 


rn die oberste Zeile als 6$P, H-1)\(p-q-+r 
0-0, (6-1)(pz+gw-+ rw) auflassen. Sondert man an der dritten Stelle 
-0 > betreffenden Minor als besondern Term ab. so kann man im übrigen 


Schema die erste Zeile durch Subtraction der resp. mit x, y. z multiplieirten 


% 


folgenden Zeilen vereinfachen, und bekommt: 
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p.apıhq+gr. 
— (d—1) d g.hp+bg+ fr .hy+bu-+fo 
Ir. 9p-+Hfg 4er . gg + fp-+ co 
(6 -1)n.kAp+lg+mr.gp.ky+lw rm 
| 
| 


ay + hv-+ gw 


La 
Un 





#-1)p.ap+hg+gr.z.az+hy-+gw | 
w. 
(9-1)g.hp+bg-+ fr. w.hx+bw+ fo | 


| 


(Or .gp+fgter .o.gy+fy-tew! 


Im ersten Term entspricht dem obersten Element p der ersten Spalte als Minor 


A.p.xl 
h.b.fp.g.r| _ En 
| k } Dr IN).g.wyı° 
9.f-eix.vw.w| | | 

G.r.o 


Multiplicirt man mit p, summirt und beachtet, dass 
-NAp-+Gg+Gr) = Jr—Kw, etc., 
so bekommt man als ersten Term 
J.O.w.0 
K.p.xc.%| 
iL.g.y.v | 
M.r.z.w| 
Im zweiten Term combinire man das Determinantenschema mit demjenigen 
der Minore des Hessians ./ spaltenweise, um den Determinani der Summen 
binärer Producte zu bilden. Man hat dann den Term mit 4° multiplicirt. 
aber drei Spalten werden durch ./ theilbar. Setzt man noch 
N=Jp-+Ky-+Lv+4Mo, P=Kg-+Ay+ Hv+Go, 
OL = Lp+Hx--Bw-+Fo, R= My+Gx-+Fyw-+ Co, 


so ist der zweite Term 


w.0.N.0 
2.822 
wc) m | | 
iy.g.QV.v 
s.7r.R .@ 
Man hat nun £2= 7'129 als theilbare Function (y, w, »)', deren Factoren 


) 


für /x+mw+nwo, !’y-4m"'w-+n"®o genommen werden dürfen. Versteht 
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) © 

D)==—., X = ——. .... so hat man 
nn =, * rn i 

’ " y I J 7 P| N 

DD"=-l+w0, NB= — u, P$=-——r, ... Nn=4, 
0-1 01 
Mae ,.. eh Pr=d, 

(Wäre das Object eine homogene Funelion der vier Unabhängigen », p, q, r, 
so würden die neu eingeführten Ableitungsausdrücke N. ... die Rolle von 
Ö e) DB 
: ri U. = N Bu ng übernehmen. ) 
on op og er 


Wenn A, B zwei lineare und homogene Ableitungsausdrücke, & 
und Z Objecte derselben bedeuten. und wenn £2= > AB, so werde fortan 
(As. Bt+Bs.At) mit (2(s,t) bezeichnet. Man hat so z. B. 

1J.0.w.0 


Anh r | Er: | 
dc ” K.p.x.1 


L.g.y-0| 
IM.r.z.0| 


weldP=4AP-—-0. Beachtet man ferner, das !yP = (#—1)p, etec., 


° 2“ | y | 2° = " | 2’ - y’+ FA u 
4 — 5 = e, etc, (Rpy-Qw) —, — =0, elc., 


so findel man, dass /' die Objecte (x, P). (y, Pb). (32, P). P vernichtet, ebenso 


4 diese selben Objecte, dass aber 


+ y’-+z KM.v.x| 2’ y’-+ 3° Iz.p.K 
reg" Ten BEE 18 
) IR 2 2 | 
BR z’-y’172’ j For } R ’ 
also erst (/ + #0) ——5— =0V ist. Da /+w09 kein g enthält und die 


fünf angeführten Objecte vernichtet, so folgt nothwendig /-+-w»09 = D'D", so 
dass man die Herleitung dieses Ableitungsausdrucks aus $. 1 entbehren könnte. 

Da das Object Jr:o in Bezug auf w, x, y, 3 homogen und vom 
ersten Grade ist, so wird es durch d%, ..., folglich durch /' vernichtet. 
Da »=0 nicht als Lösung der Aufgabe gelten kann, so verwandelt sich die 
Differentialgleichung dritter Ordnung in 

08-0, 
p 

und wir haben noch die irralionale Form zu beseitigen. 
0’). Wir haben N(4e’)=0, 


Untersuchen wir zunächst 109 (40°, 
Journal für Mathematik Bd. 1.XXVI. Heft 2. 18 


EZ 
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P(jo)= Jp, etc.; also wird die dritte Spalte das .4-fache der zweiten; daher 
ist 10 (40°, 40) = 0. 
Bedeuten A, B dasselbe was vorhin, so ist 








0" AB(—-) = 0 AB — AB(lo’, $)— $'AB1o’+3 ji Alo’.B}o', 
also 
' . 
0° o( — ) = - P. 0-90, P)+EOP. 


Da y!o’=Dpy= Dy#, so darf man Ny!o’—=NyDe&, etc. setzen. Man hat 
also die Bedingung 











do. RR w.0.0.N w».0.N.O| 
PP .x| x.p.Dp.P BP. | 
_p' . Pr Ane+l FR pr Dn.|” PR p—=0 (mod.d) 
y.4.0:% y.9.Dqg.Q 9:49.02. w s 
s.r.R.w 2.r.Dr.R| r.s.R.o 


| 
d.h. in Bezug auf ww, x, y, z durch & theilbar (1.). 

Die linke Seite ist in Bezug auf die vier Coordinaten ganz und ho- 
mogen vom Grade 7#— 10, in Bezug auf die constanten Elemente des Po- 
iyvnoms $ ganz und homogen vom sechsten Grade, und in Bezug auf die 
RIESE . Elemente linear und homogen. In Bezug auf w, x, y, z 


zählt sie EM , Terme; ihr Quotient durch & zählt eg ) Terme. Eli- 


minirt man die constanten Elemente dieses Quolients, so bleiben 
Y-C) = 41276-31284191)0 
Bedingungen für die Elemente von 2 und 2’ übrig. Aber &' zählt 
(7°) = 40460411046) 


Elemente. Da man &' durch P’+iD ersetzen kann, so steht es frei, eines 
dieser Elemente Null anzunehmen. Man kann dann die 4 (6’+66'+119—6) Ver- 
hältnisse der übrigen sie eliminiren, und es bleiben 210-530°--300-+1 


3 


jedingungen zwischen den er ) Elementen des Polynoms &. Von diesen 


müssen 6 frei bleiben wegen der Zehen einer orthogonalen Verwandlung, 
eines wegen der Willkür des Längenmaasses und eines wegen des arbiträren 
Multiplicalors, im ganzen acht. Also sind mindestens 4(1250°--3240°+16960+-48) 
Bedingungen eine nothwendige Folge der übrigen, wenn die Sache überhaupt 
möglich ist; und das ist sie, weil jede Kegelschaar Heu Grades mit gemein- 














ra. 


a... 


nu 
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schaftlicher Spitze. und jede Umdrehungsflächenschaar Ater Grades mit ge- 
meinschaftlicher Axe die Aufgabe erfüllen. 
Wenn = gesetzt wird, so ist der erste Term des Bedingungs- 
ausdruckes (1.) durch & theilbar, und die zwei übrigen verschwinden identisch. 
Setzt man X=P’'Dp-p'DPb, Y=P’Dg-gDP und Z=PDr-r Db, 
wo man sich die durch D angezeigte Differentiation als wirklich vollzogen 
zu denken hat, so kann man die Bedingung (1.) auch durch 


IN.0.%0.0 
Fr 0 (mod. ob) 
Q.g.y.} 





R mo ei 
darstellen, wenn jedes Symbol der ersten Spalte auf den zugehörigen Minor 
wirkt. Dieser Ausdruck der Bedingung wird vielleicht noch schneller aus 
oO($':E) hergeleitet, als der vorige (1.). Merkwürdig ist. dass man die 
vollen Minore unter die Ableitungssymbole bringen kann. 


4. Die erste Flächenschaar ist vom zweiten Grade. 


Wenn #=2, also 


pP = 4jw+kwr-+ bey--mwz+ ax’+!by+tcz+fys+gaz+hry, 
wo nun j, A, ... als constant behandelt werden. aber im Grunde unbekannte 


Functionen des Parameters f sind. so wird der Bedingungsausdruck (1.) zu 
0.0.0 .N| 'w.0.N.O| 
= E .p.Dp.P + D».|r Dr: u\®' 
Ersetzt man darin 4’ durch &, so verschwindet er identisch. Differentiirt man 
diesen mit O identischen Ausdruck nach dem Parameter f und setzt 
N’ J’y-+Ky+Lvw+MNM'w, etec., 


so bekommt man 
0.0.0 .N 'O.».N.oO 


LE — p.X Dp.P' $+ Ki ‚p' Er 


Ich nehme nun an. dass weder ./ noch J verschwinden. Man kann 
1} J' J' * . 
N, P, ... resp. durch N’- N, P'— jP» ... erselzen, weil ‘2 durch Weg- 


fall des Accents mit O identisch wird. (Mit anderen Worten, es steht frei, 


ra nn Pu . 
‘= 0 anzunehmen.) Der Kürze wegen selze ich K’- zi=K,, etc, 


18 * 
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ak, -+-hL,+gM, = (10), IM +h@, + bF\-+fC} = (23), ete. Multiplieirt man die 
Spalte w, x, y, z mit J/ und denkt sich 


Iw = Jn-- Kp+Lg+NMr, Az = Kw+ Ar-+Hy--Gz, etc. 


J 
gesetzt. so ist ./42 in Bezug auf n, p, q, r homogen vom vierten Grade und 
frei von @, x, 9, =: » ist die höchste Potenz von », die darin vorkommt, 
und hat 
| 
u 4 BR Ki 
s 


|» 
g 


zum Multiplicator. Daher kann 


4 (224 +|p- ai m; u, — 19. Idw.0. Kp+lıg+ Mır| 
eo pp: 42. Dp. Kın+ Ap-+ Hig- Gr! 


-Jw|((2 B 32) )p+( 31)- '13)) )q+ -((12 )-(W1))r]ı 
Ip. a ai bad -2n(Kp+ Lg+ Mr)+ Ap-+ +2 Fgr 


nicht weiter durch Sb = Jn’+ etc. dividirt werden. sondern muss (als letzter 
Divisionsrest) identisch verschwinden. Der Multiplicator von x in diesem 
Ausdruck ist 


Pr PK AOHILEH-BM)E+ 


-(Kp+Lg+ Mr) \P- Ba sa 0.3.0 .Kp+lg+Hır 
p- K. | Ap+Hıg+Gir 


Dp Dg Dr 


Das Gleichungenpaar = — E% = — hat. wie aus der Lehre vom gemein- 
5 ) ( ö 


schaftlichen harmonischen Tripel zweier Curven zweiten Grades bekannt ist. 
im allgemeinen (d. h. wenn nicht (gh—af):f= (hf—-bg):g= (fg—ch):h) drei 
bestimmte Lösungen (p, g, r) deren Determinant nicht verschwindet. Aber 
selbst. wenn Unbestimmtheit eintritt, kann man immer drei Lösungen aus- 
wählen, deren Determinant nicht verschwindet t. und für deren keine p’+gq +r'=0 
ist. Da für jede dieser drei Lösungen die zweite Zeile des vorliegenden 
Ausdrucks verschwindet, p’+qg’+r’ aber nicht, so verschwindet der (in Bezug 
auf p, q, r) lineare und homogene Multiplicator dieser Quadratsumme für drei 
Lösungen (p, q,r), deren Determinant nicht verschwindet. Also müssen darin 
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die drei Coeflicienten von p, g, r verschwinden; daher 
(J(23)— M (20 J(32)—L (30), 
(a. )yai —K(30) = J(13)—- M(10), 
a3 —-L(10) = J(21)—K(20). 
Die erste Zeile des vorliegenden Ausdrucks (Multiplicators von z) verschwindet 
nun überhaupt identisch vermöge (a.). Also muss auch die zweite Zeile für 
sich allein identisch verschwinden. Will man sie in einen einzigen Determinant 
verwandeln, dessen zwei erste Spallen resp. mit p, Pp beginnen, so wird 
die dritte Spalte mit 
K,(Kp+ Lg+ Mr)+ K(K,p-+ Lg-+ Mır)- JS(A,p+ H,ıg+ @Gir) 
beginnen. Um abzukürzen, setze man daher 
A=JA-—-2KK,, etc, F=JF—-LM-ML, ete.: 
die erwähnte zweite Zeile ist dann 
p:ap-+ hg gr. Ap-+ Hg- Gr 
g.hp+bg-+fr.. Hp-- bg +Fr 
ir. gp+fg ter. Gp+Fg+ Cr 
und verlangt zu ihrem identischen Verschwinden 
A=Ca+n, B=L&b+n, C= tn Full G= 4 Buch 
(Um sich von dieser Nolhwendigkeit zu überzeugen, beginne man mit der 
Betrachtung der Coefficienten von p', q', r'). Man hat also 
JA, = RKK,-+Ca+n!JF, = LM, +ML, -+6f 
b.) JBi=2LL, +56+n!J@ = MK,+ KM, +%g 
JC, = 2MM\+Cc+4-n|JH! = KL, +LK! +Ch. 
Mittelst dieser Werthe ergiebt sich 
J(23)— M (20) — J(52) L(30) = SS +tla+b+e)f]+nf, etc., 
wo ‘5 den zu f gehörigen Minor des Determinants / bedeutet. Die Bedin- 


gungen (a.) sind also schon in den für vier zählenden Bedingungen (b.) 


enthalten. 
Im vollständigen Ausdruck für 


u p. Dp.Kı|.2®) 





|» 
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darf man nun n= 0 setzen. Multiplieirt man ihn mit J und substituirt darin 
die Werihe (b.). so findet man, dass {, »; herausfallen. dass also der Ausdrucl 
in Bezug auf K,, /,, M, linear und homogen wird. Man kann daher der 
Aufgabe genügen, wenn man den vier Bedingungen (b.) noch die drei K, = 0, 
L\=0, M,=0 zugesellt. Nur ist nicht sofort klar, dass diese drei unerläss- 
lich sind. Wir wollen daher die Sache noch näher ansehen. Macht man von 
den Relationen JA—K’ = AU. etc. Gebrauch, so findet man 


| z 
K2+P m pP: en 1.22) 


'p.Ap-+Hg-+Gr.ak,+hlı+gM, | 
= (P+g+r)|g.Hp+Bg+ Br. bKı+bL,+fM, | 
Ir. Gp+$g+Gr.gKı + fli+cM,| 


p.ap+hg+gr.Ap+ Hq + Ör 
+(K,p+Lq+M, r) g.hp+bga+fr.Op-+Bg tor 
r.gp+fg ter .Op+g+ Er 





p.ap-+hg-+gr. Ki, 
+ g.hp+bg+fr . In | (Ap’-+ Bg’+ Er’ 25pg+2&pr+2Hpg). 
ıir.gp+fg+ter. UM 
Durch Drehung des Coordinatensystems um den Ursprung kann man immer 
S 


bewirken, dass f, g, A verschwinden. Dann wird aber der vorliegende Be- 
dingungsausdruck zu 


> ja (b—ec)(e—a) Kg r+ ala—b)b- e)K,gr';+>(b—-e) (ab-+ac--2be) K,p’gr. 
Wenn z.B. b=e ist, so wird dieser Ausdruck zu 
b(a—b’p(g+r) (Ar -N,g) 


und erfordert 4, =0,. M,—=0, während X, frei bleibt. Bei der Kugel (a=b=e 
hingegen ist gar keine Bedingung mehr vorhanden. Schliesst man Um- 
drehungsflächen von der Betrachtung aus, so kommen zu den vier Bedingungen 
(b) noch die drei Bedingungen 


ec) K=0, L=0, M=0 


hinzu. Sind alle sieben Bedingungen erfüllt, so ist f2 nicht nur durch #& 
theilbar, sondern $2 verschwindet identisch in Bezug auf», p, q, r, also auch 








Y 


6, 
2% 
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in Bezug auf w, x, y, 2. Die sieben Bedingungen sind nun: 
| JK = JK|JA'=JA+La+n|JF = JF+Cf 
JU=JL!JB = JB+Cb+n 7, — !’G@+ög 
JIM=JM| JC = JC-+Cetn| IH = IH-+Ch. 
Setzt man ag+hw+go=D,, etc, so dass also Dp--D,P, etc. ist, so hat 
man JN=J'N, JP'=JP+{ID,+n%, ete. Beachtet man noch, dass D.g=D r, ete. 
ist, so erkennt man, dass der anfängliche Ausdruck für Jf2 identisch ver- 
schwindet. 
Durch die Variationen der Minore sind diejenigen der Elemente be- 
stimmt; für das folgende haben wir nur die Kenntniss der sechs Variationen 
a, b', c', f. 9, h' nöthig. Setzt man 





00) = jJ+kK+TL4+mM, (0)-kJ+aK+WL+YgM, etc. 
so ist einerseits 7 00) +(11)-H (22 (33). andererseits (00 +00), 
8: 4 1) +(11), etc. Addirt man die letzten vier Gleichungen und zieht von 
der Summe die erste Gleichung ab. so komm! 


34 = (00) ++ (11)-+(22)-+ (38). 
Es sei men a, AH8+@=/. Dann ist ad +W + =A+aa—P, etc. 
hg+bf+fe= ef, etc. Demnach ist 
J(00) =. JA; J( 1 |) — ZU _- (Sa - n)a+J'4 CP, eic., 


also 
3I4 — - 4". 7) - C(a’- ap) 


Ferner ist 
J10)=0, et, JR)= JB) TF+ Lat m, te 
Daher auch 
J(00) = J1—-J 4, J(10) = 0, etc. 
J11) = -SA-(Ga+n)a+J(00)+L8, etc. 
Si (23) = Ji 67} —c5—(la-+n)f, elec. 
Also 


J4a — kJ(10)+aJ(i1)-4-hJ(12)+gJ (13) 
= —(ba+n)A+ (J(00) +S(P—- eo) na)a--S(eß—JS)+nPß, 
Jdh = 1I(10)+hJ(11)+59 (12) + fJ(13) 
— — (a+n)H+(J(00) +£(P-e)—ne)h, etc. 
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die Relationen 


| ASt . ac , 
Ihn = IVO) + (P-e)S—eon, 
\dA)e = (ea —-J)C+Pn 


verbunden sind, so dass man auch umgekehrt 


400) — AA? —aNt+Ju+Pßo], 


r A i 
. Binag A| — pi 2], 
n„ = JS\(ef— St Han] 


hat. Dann ist 
a = MHtuate|lf = ty -+uf 
b = BH+ub-+olg = EÖ-+ ug 
ce = t&-+uc+v|h = tH-+auh. 
Aus 3J4 = AJ' AH —2PB)C ten, KON) = IN JA folgt: 
1J' = 3.00) (e’—-2P)C— an; 
also 
= (Rat +3Ju+ Pe. 


Ferner ist W = be’+cb'— ff. bE + B— 2/5 = - U— Pa+taeß—J, 


be+ch—- !ff= 24. b+ce=a-—a; 
folglich 
MV = (du — a)A— (At+o)at(ep— Nt-+tar, etc. 
Man hat demnach 
a — Bttau+d3r, P' = (aß -3IA\t+2 Pu + 2or. 
Es sei nun 
”+-u+rv = 1, 
(a—s)A+hu+gv = 0, 
hi+(b—-s)u+fr = 0, 
gi +fu+(c—-s)r = VÖ; 


also H—as’+Ps—J=0; die drei Wurzeln dieser Gleichung seien 8, $ı, Sır- 
Es folgt auch (A—s,5,)4+Hu+®r=0,. etc. Bedeutet S eine Summalion, 





Um diese Ausdrücke für @’,.... f'. ... zu vereinfachen, führe man statı 


ee dd 
J(00), &, n die neuen Indeterminaten £, », © ein, die mit den vorigen durch 















fi 
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die sich auf die drei Wurzeln erstreckt, so ist 


oe = S(ss1f+su+v), 
Pf = S(s+s1)(s8uC+ su + 
J = Sssu(sis1hl+su+te): 
folglich ist 
s = s81l+su+r, etc. 


und wenn // = (s,— Ss) ($1—s)(s—s,) geselzt wird, auch umgekehr! 


-Ilt=S(s3—sı)8. —-Tu=S(s—-sı)88, IIe = —- S(s —sı,)ss‘. 
Da P—aJ+Js— Ps(sı+ Ss) = sis, Ist, so hat man 
— ITJ(00) = - III JA) — IAS(sS—s1)81818 . 
re I s 


INZ - 7)=5(s 81) 8ı8,; 


und da -— //=S(s,—51)$)8$1. so kann man dieser Gleichung auch die Form 


" er .; s’\ 


(Ss —$j1 9,91 (5 ee ei; = a — 0) 


geben. Bedeuten y, 9. 9 die Halbaxenquadraie der Fläche = 0. so ist 


A i i 
=— etc. Dieselbe Gleichune kann also auch durch 
Js RE 


d) gan N N+ glg N)gu = 0 
dargestellt werden. 
Man hat ferner 
al+hu4+gr EII+- Hr +Gr)talai-t+hu+gr)+r 


= | ts, 5117 E us u ” } 1 ae Ss a; 


Aus (a—s)A+hu+gr=0 und (a—s)A+-hu+gr =0 folgt aber 


(a—s)A+hu+gr' = 0, etc. 
? er \ up ’ r i ’ h I, M 
Daher sind 4, «. v mit 4, «, v proportional, folglich Null. Da Hrnp7F 
die Coordinaten des Mittelpunkis,. 7, #. v, 4,. ... die Richtungscosinusse der 


Hauptaxen der Fläche sind. so bestehen die sieben Bedingungen aus den 
dreien für die Festigkeit des Mittelpunkts. den dreien für die Festigkeit der 
Hauptaxenrichlungen und einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung 
(d.) zwischen den drei Halbaxenquadraten. die der Integrabilitätsbedingung 
nicht genügt; denn der Ausdruck für diese Bedingung ist (9,— 91) (91-4) —Qı)» 
verschwindet also nur, wenn die Schaar aus lauter Umdrehungsflächen besteht. 
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Da Mittelpunkt und Axenrichtungen sich erhalten, so mag fortan 









Arm Ze ; ” 
7 er ! 





als Gleichung jeder einzelnen Schaarlläche gelten, indem A, B, C als Functionen 
eines einzigen Parameters gedacht werden, die der Differentialgleichung 
A(B-CO)dA+B(C-A)dB+C(A-B)dC = 0 


genügen. Selzt man noch 


ZArB-DIEA = -TB-ÜOCE- DIA- Fin. 
Bee in, (A- B} 
en, En 4 + men — a —— - — 5 ! 
S(B-C)dA —IBC dv, 


so sind auch w, & Funetionen jenes einzigen Parameters und man hal 
dA = dir - = .„ db= dw- BA dC — dw - Ki 
ee B rs, 

Es steht frei, z. B. ı» als Parameter anzunehmen und & als willkürliche Function 
desselben zu geben. Dann hat man nur eine dieser Dilferentialgleichungen 
vollständig zu integriren, die drei Integralfunctionen A, B, C werden sich 
nur durch die Werthe der Integrationsconstanten von einander unterscheiden. 

Soll nun diese erste Flächenschsar mit zwei anderen Flächenschaaren 
ein orthogonales System bilden, so müssen diese jene erste in den Krümmungs- 
linien ihrer Flächen schneiden. Die Lage einer solchen Krümmungslinie ist 
bekanntlich durch das Gleichungenpaar 


A. Pe . z” 
—+ 2. — =1l, —1 I. 1 
A°’B E A—ı' B-—-ıi C—1 


bestimmt, wenn Z nur vom Parameter ı abhängt, und 


zde , ydy .(lz 0 
A—t' B—-t | C-1 
ist gleichzeitig die Differentialgleichung der gesuchten Fläche. Aus den zwei 


ersten Gleichuneen folet auch 


an a 
AA-9 AA) A—H 
Differentiirt man nun > —-1 vollständig nach den Coordinaten und dem 


Parameter und 








a su ' ‚ do 
gebraucht die Differentialgleichungen dA = dy+—- eic., SO 


findet man 


d\ > rn _— 1) = $r ; (dt — dv —- 7)=- = — - (dt- - dv — _ ; 


er (A- 7 
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is ist also möglich, obiges Gleichungenpaar für die gesuchte Fläche zu be- 
halten, wenn man die Dilferentialgleichune 
da 


dt = dı 


hinzunimmt. Dann ist £ dieselbe Integralfunction, mit der oben A, B, Ü aus- 
gedrückt wurden, und unterscheidet sich durch den ihr eigenthümlichen Werth 
e der Integrationsconstante. Hält man «& fest und eliminirt den Parameler 
der ersten Flächenschaar aus den zwei Gleichungen 
ige u SA 1 

A A—t 
so hat man die Gleichung einer Fläche der zweiten oder dritten Schaar ge- 
funden. und & ist der Parameter in dieser Schaar. der von Fläche zu Fläche 
sich ändert. Diese Flächen bilden im Grunde eine einziee Schaar. in der 
irgend zwei Flächen, auch wenn sie unendlich nahe auf einander folgen, 
einander rechtwinklig schneiden. (Nur die erste Flächenschaar hat im Allge- 
meinen diese Eigenschaft nicht.) 

Es sei z.B. v= 30, @ = — 16. Dann ist 2fdt—3td6-+-0d9 —=0. Das 


vollständige Integral ist = 0+2+ys(#+.). Sinde, 9, y verschiedene Werthe 


der Integrationsconstanlen &, so kann man 


A=9+a+ya(d+ce), B=9+P-+YP-+P), C=Id+Yy+HıYy0-+r 
1 i l - u... zei j Fr \ f f} 
selzen; # ist der Parameter der durch I | dargestellten ersten Schaar, 


! 
- 


deren Flächen einander nicht rechiwinklie sehneiden: und & ist der Parameter 


einer andern Schaar. deren Gleichune dureh Elimination von 9 aus = | 
Fi | 
und ur I entsteht: diese kann darum für zwei Schaaren zählen. weil 


ireend zwei Flächen derselben einander rechtwinklie schneiden: es versteht 


. .. . j . 11. 7 * , ’ wa I 1,1. 1 l 

sich übrigens, dass jede Fläche dieser andern Schaar alle Flächen der ersten 
rechtwinklis schneidet. 

Es verlohnt sich der Mühe nicht. den Fall. wo J=0. auf dieselbe 

N 1Q r } har al vr » ırYY « 1!, Iımnaın 2) nit. sy np moH 4 rl 2 } . 

\ eI1Se ZU rt lic ndeln. Ye dien aaa neinen all: » verursach! Weil! nenl 


Arbeit als dieser: wir wollen daher seine Beurtheilune durch ein Näherunes- 


2 N er ® In ) ‘r ir na ! | . yararı j.' 0 hnı N al rl; ’, 
verfahren aus dem für den alloemeinen Fall eültiven EKEreebniss ableiten In 
ne wi . np» ’ N 
der (leichune u | sc dl IH HM, H a: dD. { ag, u da 


A 


sei ebenso unabhänzie vom Parameter wie x. daher @a—m eine wahre Con- 
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w 


stante, « = m‘. Lässt man nun a unendlich gross werden, so bekommt man 


(x --m) 
als Gleichung der Schaarfläche, und 


ip-gm = pp—qg 
als (nicht integrable) Differentialgleichung, der die Elemente m, p, q zu ge- 


nügen haben. 


Bern, den 8. Juli 1870. 
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Ueber die linearen Relationen zwischen den 2 
Kreiswegen erster Art und den 2» zweiter Art 
ın der Theorie der Abelschen Kunetionen 
der Herren Clebsch und Gordan. 


(Von Herrn Schläfli in Bern.) 


Denk man sich eine Aiemannsche Fläche, die der gegebenen Glei- 


n—N{ia— 72) 


chung einer ebenen algebraischen Curve U Grades mil = ——D 


Doppelpunkten entspricht, so ist es schwer, die allgemeine Möglichkeit solcher 
Uebergangslinien, welche je zwei Verzweigungspunkle verbinden. und längs 
welcher dieselben zwei Blätter einander durchselzen. zu beweisen; und wenn 
das Dasein der na —1--p Uebergeangslinien zugegeben ist. so hält es wiederum 
schwer, eine allgemeine Vorschrift über die Ziehung der Querschnille zu 
geben. Unter anderen Beweggründen wird vielleicht auch dieser Umstand die 
Herren Clebsch und Gordan veranlasst haben, in ihrem genannten Werke that- 
sächlich (denn sie sprechen weder von Blättern, noch von Uebergangslinien) nur 
unvollkommene Uebergangslinien, die von jedem einzelnen Verzweigungspunkte 
ausgehen und erst im Punkte » zusammentreffen,. zu gebrauchen. Ich rechne es 
zu den vielen Verdiensten des genannten Werks, die Lehre vom Zusammen- 
hang von einem neuen Gesichtspunkte aus behandelt zu haben. Aber einen 
Mangel des Beweisganges sehe ich in der Behauptung (S. 96), dass die Glei- 
chung Z[A,]\d,)+=[B,](a,) = 0 eine identische sei, üherhaupt darin, dass 
Producte ganzer Integrale erster Art gebraucht werden, um lineare Relationen 
zu beweisen, die schon zwischen den Kreiswegen selbst bestehen. 

Um leichter von der Sache sprechen zu können. will ich die Vor- 
stellungen vereinfachen. Kein Verzweigungspunkt falle ins Unendliche; man 
könne im Innern des Zahlenfeldes einen Nullpunkt O so wählen. dass von da 
aus lauter verschiedene Gerade nach den © = 2\n—1)+2p Verzweigungs- 
punkten gehen; und von diesen Punkten aus sollen Uebergangslinien jene 
Geraden bis an den Horizont fortsetzen. Der Horizont selbst mag durch einen 
sehr grossen Kreis um O0 abgeschnitten werden. In O seien die den ver- 


schiedenen Blättern angehörenden Nullpunkte mit O,, O,, .... 0, bezeichnet. 
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Die Verzweigungspunkte seien nach der Ordnung der wachsenden Azimute 
mit 1. 2. ...,. @ bezilfert. (Wenn 1 das Azimut OÖ hat. so habe ; das 

Azimut 37). Führt ein Weg von O0, aus gerade nach dem ten Verzwei- 
vungspunkt und von da gerade nach O,, und ist «>, so sei dieser Weg 


wit s, bezeichnet und heisse die dem Verzweigungspunkte zugehörige innere 
Schleife (oder erster Art); der entgegengeselzie Weg, der von Q, über } 
nach 0, führt, sei mil —s; bezeichnet. 

Der grosse Kreis um O, der alle Verzweigungspunkte umschliesst, als 
Schnitt gedacht, bildet, wenn man dem Zusammenhange des Gewebes folgt. 
» getrennte Ränder, deren jeder nur einen Kreis beschreibt. Jeder solche 
Rand ist, wenn er um den Punkt x» zusammen gezogen werden darf, oder 
wenn ihm die Ueberschreitung dieses Punäles gestaltet wird, eigentlich ein 
Nullweg:; darf aber, wenn der Punkt » in allen Blättern als nicht zu über- 
schreitende Oeffnung gilt. in Bezug auf die inneren Theile der Fläche als 
Kreisweg betrachtet werden. Als solche, in posiliver Richtung (d. h. von 1 
nach ’) durchlaufen, sollen diese Ränder äussere Umgänge heissen und mil 
U. U. .... U, bezeichnel werden. Ihre Bezifferung kann vorläufig mittels! 
eines von O aus zwischen den Verzweigungspunkten ı und 1 an den Rand 
oehenden Strahls in Uebereinstimmung mit den Punkten O,. 0... .... 0, gc- 
bracht werden. Trifft nun ein von 0, ausgehender, dem Verz zweigungspunkte 
, sehr nahe vorangehender Strahl den Umgang U, im Punkte P,. also ein 
von O0; auseehender, dem Punkte 4 sehr nahe foleender Strahl denseiben Um- 
gang im Punkte P,, während der von ©, aus der Uebergangslinie voran- 
sehende Strahl den Umeane U, im Punkle P,. also der von O, auseehende 
foloeende Strahl denselben Umeane im Punkte P, trifft. so werde der Wee. 
der von P, aus der Vebergangslinie entlang zurück um den Verzweigungs- 
punkt 4 herum und von da der Uebergangslinie entlang vorwärts nach P, 
führt. mit 8, bezeichnet und heisse die zum Punkte 4 sehöriee äussere 
Schleife (oder zweiter Art); sıe führt aus U, in U, hinüber. Die ähnliche 
Schleife dagegen, die von P, um 4 herum nach P, führt. darf mit —S, be- 
zeichnet werden. Denn, verbindet man P, mit P, und P, mit P, und addır! 
diese sehr kurzen Randstücke zur Summe beider Schleifen. so hat man einen 
Weo,. den man bis auf den Punkt 7 (Umlauf 47) zusammenziehen kann. Ich 


werde die 8, so gebrauchen. als ob P 


und P, im Horizonte selbst lä®en. 


nd daher Randstücke. die zum Behule der Addition zweier äusserer Schleifen 


ihnen zuoeselzt werden. für nichts achten. Die innere Schleife s, und die 
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äussere S,; unterscheiden sich dann nur durch Vertauschung der Punkte O und 
»o. Im angeführten Werke kommen zu 8, noch die Wegesstücke. die An- 
fang und Ende resp. mit O, und 0, verbinden, hinzu, um die Schleife zweiter 
Art zu bilden. 

Es seien nun. wie im angeführten Werke. aus den Verzweieunes- 
punkten #—1 innere Fundamenlalpunkte ausgewählt, d. h. solche. deren innere 
Schleifen durch ihre Combination es auf eine einzige Art möglich machen. 
von irgend einem der Punkte O,,. O,. ... zu jedem anderen derselben zu 
velangen. Sind die Punkte O nach der Ordnung der Fundamentalpunkte be- 
zilfert, so verbindet die m!® innere Fundamentalschleife einen der Punkte O,. 
O2 2... 0, mit dem Punkte O,,,. Wie dort. sei ferner bewiesen. dass man 
»—1 äussere Fundamenlalpunkte auswählen kann. die sämmtlich von den 


PR > vorerhinadAan nd N ea. dA: i nr et A BR ) 
N | inneren verscitieden Sind und Tlur die Aausseren Lineänge U. deren be- 


zilferune nun in Lebereinstimmune mil der Ordnune der äusseren Fundamental- 


-f N .. as . « s a I r 1 > x “)c r ı N 7 » 1° } > ” nn . 
punkte oebrachl sei. dasselbe leisten, was diese für die Punkte O0. Es ist 
. . ! } 1 ® i a ® } 4 2 . f N. [7 . w 
wichlig zu bemerken. dass es ımmer mindeslens zwe} | meanoe & ICH. 
] N . , ) in ip n n sp ‘ B cnran [ f don ınls . h } ie 4 1. mn } I any m 
veren ji der nur IN eınel alussefen KFUNGAMENTAIFCHICHIE VYorkolmm ‚’ennN 19 


den »—} Schleifen kommen im sanzen ?2n— 2 Umeänse vor. unter denen 
alle » verschiedenen Umeänge sich finden müssen: in den 2» --2 müssen also 
mindestens zwei Umgänge nur ein Mal gezählt sein. Entfernt man diese zwei 
Umgänge sammi den zwei Schleifen, in denen sie sich finden, so hal man 
nur #—9 Schleifen, aber »—2 Umgänge: und der Beweis, dass jetzt min- 
destens zwei von diesen Umeänsen in den übrie eebliebenen Schleifen nur 
ein Mal vorkommen. wiederholt sich, und so fort. 

Die inneren Fnndamentalschleifen seien nun zu inneren. die äusseren 
zu äusseren Fundamentalwegen combinirl. so dass der innere Fundamentalweo 
f„ von O, nach O 


der äussere F', von U, nach U, führt. Wenn nun ferner 


m 9 Zu 


die innere Schleife s, von O, nach O,, die äussere 8, von U, nach U, führt, 
so bilde man die ÄKreiswege. den inneren aq,—=s—f;+/,. den äusseren 
A; =S;—F,+F.. 

Aus Randstücken und äusseren Fundamentalschleifen bilde man einen 
Weg V, der den Rand immer in positiver Richtung (des wachsenden Azimuts) 
durchläuft, jede Uebergangslinie. die nicht von einem äusseren Fundamental- 
punkt herkommt, passirt. aber jede äussere Fundamentalschleife, die er an- 


Pilft, in sich aufnimmt. Weil die Zahl » der Ränder endlich ist, so muss der 


Weg V in sich zurückkehren. Er kann nur aus Paaren enlgegengesetzter 
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äusserer Fundamentalschleifen bestehen: denn ohne gegenseitige Aufhebung 
kann aus solehen Schleifen allein kein Kreisweg gebildet werden. Lässt man 
die Paare entgegengeselzier Schleifen weg. so müssen die übrig bleibenden 
Randstücke sich zu einigen oder allen Umgängen U zusammenselzen. weil 
der Weg bei jedem Paare entgegengesetzier äusserer Fundamentalschleifen 
sowohl die vorangehenden als die nachfolgenden Randstücke der zwei be- 
theiligten Umgänge enthält, immer in positiver Richtung fortgeht und endlich 
zurückkehrt. Fehlte eine äussere Fundamentalschleife im Wege V, so ent- 
hielte er kein einziges Randstück aus den zwei Umgängen. die durch diese 
Schleife verbunden werden, folglich auch diejenige Fundamentalschleife nicht. 
die mindestens einen dieser zwei Umgänge mil einem dritten verbindet. also 
auch kein Randstück aus diesem dritten Umgange, und so fort bis zur völligen 
Zerstörung. Der Weg } enthält also alle äusseren Fundamentalschleifen und 
jede nur zwei Male und zwar in enlgegengesetztem Sinne: er enthält daher 
auch alle Randstücke, aus denen die Gesammtheil der Umgänge besteht. 
Führt die Fundamentalschleife 8, aus U, in U, hinüber, und kommt 
U, nur in S, vor. so muss im Wege ) auf die Schleife —S, unmittelbar 
(d. h. doch nachdem der ganze Umgang U, 


Li 


ohne Unterbrechung durchlaufen 
ist) die Schleife 8, folgen. Wird dem Wege die leberschreitung des Punktes 
x, gestaltet. so fällt der zwischenliegende U. weg, und die zwei Schleifen 
zusammen lösen sich vom Fundamentalpunkte m» ab und heben sich auf. Nun 
giebt es mindestens zwei Umgänge, wie ÜU,, deren jeder nur in einer Funda- 
mentalschleife sich findet. Nimmt man das übrige, was oben in dieser Hin- 
sicht bemerkt ward. hinzu, so sieht man. dass die Zerstörung sich fortlsetzt. 
dass also, wenn das Ueberschreiten der Punkte &,. X. .... x, geslallel 
wird. der Weg }J ein Nullweg ist, mit anderen Worten. dass der Theil der 
»-blättrigen Fläche. der ausserhalb des Weges } gegen den Horizont hin 
liegt. einfach zusammenhangend ist. Als Rand dieser äusseren Fläche hal 
aber der Wege | negative Richtung. 

Nach meiner Ansicht ist die geschlossene Fläche 2p-lach zusammen- 
hangend: das jetzt weggeschnittene Stück ist einfach zusammenhangend; die 
Trennung zählt —2; der Schnitt V als Kreisschnitt zählt nichts; folglich is! 
das innere Stück nun (2»-+1)-fach zusammenhangend, 

Anmerkung. Wird der gewöhnliche Zusainmenhang durch eine in sich zurück 


kehrende Curve (ohne Doppelpunkt), die man bis auf einen Punkt, z. B. A, zusammen 
ziehen kann, dargestellt, und wird der Curve verboten, den Punkt A zu passiren, so 
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Wird der Weg J nach O hin zusammengezogen,. so verwandelt er 
sich in eine Summe von inneren Schleifen und enthält keine solche. die einem 
äusseren Fundamentalpunkte entspräche, aber jede andere zwei Male und zwar 
in entgegengeseiztem Sinne. Denkt man sich den Weg in dieser Lage 
wieder als Schnitt, so besteht das innere (2p-+1)-fach zusammenhangende 
Stück nur noch aus sehr schmalen Theilen. die zum Verschwinden sebracht 
werden können. Der Weg } leistet also dasselbe, was der aus einem Laufe 
bestehende Rand des Systems aller 2» Querschnitte Aliemanns. 

Im Folgenden bedeuten #4, + zwei Verzweigungspunkle, die keine 
äusseren Fundamentalpunkte sind. 

Man kann den letzterwähnten Ausdruck des Weses N durch 


-,+N+s,+P 


darstellen, wo N, P zwei Reihen innerer Schleifen bedeuten. in denen s; 
nicht mehr vorkommt. Weil —s; da endigt, wo s, beginnt, so ist N ein Kreis- 
weg, ebenso P. Treibt man die Wege N und P an den Rand hinaus. so 


enthalten sie ausser der Schleife S,. die in N, und der —S,. die in P vor- 


kann man auf einer geschlossenen Riemanmischen Fläche die Curve, indem sie nach 
und nach die ganze Fläche beschreibt, durch Erweiterung, wenn es nöthiz wird, 
Theilung in mehrere geschlossene Stücke und Zusammensetzung solcher endlich dahin 
bringen, dass sie irgend einen andern gegebenen Punkt B der Fläche unmittelbar 
umsehliesst; bei einer Kugelfläche z. B. ist die Sache unmittelbar klar. Hat hingegen 
eine zusammenhängende Fläche einen oder mehrere Ränder, und erweitert man eine 
Curve, die einen innern Punkt A in positiver Richtung umläuft, nach und nach so, 
dass sie die ganze Fläche beschreibt, so geht sie endlich in die Gesammtheit aller in 
positivem Sinne durchlaufenen Ränder über; und wenn ihr verboten wird, den Punkt 
A zu passiren, so wird es ihr unmöglich, einen andern gegebenen innern Punkt B 
unmittelbar zu umschliessen. Wenn man daher Widersprüche vermeiden will, so muss 
man den gewöhnlichen Zusammenhang bei einer geschlossenen Fläche für niehts, aber 
bei einer begrenzten für 1 zählen. 

Ein innerer Schnitt, d. i. einer, der zwei innere Punkte verbindet, bewirkt einen 
neuen ungewöhnlichen Zusammenhang und vermehrt daher die Zahl der Zusammen 
hänge um 1. 

Ein Querschnitt, d. i. einer, der zwei Randpunkte verbindet, zählt —1, mag er 
die Fläche zerstückeln oder nicht. 

Ein Kreisschritt besteht aus einem innern Schnitt und einem Querschnitt und 
zählt daher nichts, mag er die Fläche zerstückeln oder nicht. 

Eine einfach zusammenhängende Fläche, die also einen einzigen Rand hat, 
zählt 1. Wird sie durch einen Querschnitt in zwei Stücke getheilt, so muss das 
System beider 0 zählen. Aber jedes Stück für sich zählt 1. Also muss die Trennung 


beider für —2 gelten, damit 14+1 —2 = U herauskomme. Ein System von » getrennten 
Flächen, die einzeln A, A,, ..., 4, Zusammenhänge haben, zählt demnach 
A, +++ A, —2(n—]). 
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kommt, nur noch äussere Fundamentalschleifen. Also ist der äussere Kreisweg 
A,=N=-P; 

er enthält dasjenige Stück des Weges } (in seiner ursprünglichen Gestalt), 

das so hinter der Uebergangslinie 4 beginnt und vor derselben endigt. dass 

die Schleife S;, vom Ende zum Anfang hinüberführt, um den Kreisweg zu 

vollenden. 

Die Schleifen —s, und s, finden sich entweder die eine in N, die 
andere in P, oder beide zugleich entweder in N oder in P. Im ersten 
Falle sei 

V= —,3+4—-s,+B+s+C+s+D, 


wo die Schleifenreihen A, B, C, D weder s, noch s, enthalten. Man hat dann 


A,=A-s,+bB=—-D-s,-(, 
PIE? NERET IRRE ENGER: | 


Wenn also der Ausdruck für A, den Term s, mit dem Coefficient 1 enthält, 
so kommt im Ausdrucke für A; der Term s, mit dem Coeffiecient —1 vor. 


im zweiten Falle sei 
Y= -s+4-s,4+B+s,+0+8s+D. 
Dann ist A, = —D, A,=B, und die Coeffieienten von s, in A, und von s; 


in A, sind beide Null. 


dd 


Im Ausdrucke für A, braucht man nur jede Schleife s,, die keine 
innere Fundamentalschleife ist, durch den gleichnamigen Kreisweg «a, zu er- 
setzen und jede innere Fundamenlalschleife wegzulassen, so ist A, als lineare 
Function von nur 2p inneren Kreiswegen dargestellt; denn alle diejenigen, 
die äusseren Fundamentalpunkten entsprächen, waren schon von Anlang an 
eliminirt. Lässt man jetzt beiderlei Fundamentalpunkte ganz weg. beziffert 
die übrigen Verzweigungspunkte mit 1. 2, 3, ..., 2p und setzt 
A;: ei: Cu, Be 

so erhellt aus dem vorigen, dass e,=0, 9,=—e,,, und dass c,, keine 
anderen Werthe als 0, 1, —I annimmt. 

Vertauscht man 0 mit U, so bekommt man an Stelle des Weges V 
einen Wege W, der beständig in derselben Richtung in kleinem Kreise um 0) 
herumgeht und nur innere Fundamentalschleifen in sich aufnimmt, so oft als 


er eine solche antrifft. Derselbe Gedankengang wie vorhin führt dann zum 
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Systeme 


d = ZA, 
ui ; 
wo 
a Be u 4 4 


a2 Bu ul 

Wäre irgend eine homogene lineare Function der 2p inneren Kreis- 

wege a, deren keiner einem äusseren Fundamentalpunkte entspricht, ein Null- 
weg. so könnte er es wegen der Hemmung durch die Verzweigungspunkte 
nicht nach O0 hin sein, sondern nur vermittelst der Umeängee U: aber aus 
diesen kann man die, äusseren Fundamentalpunkten entsprechenden. inneren 
Kreiswege nur miltelst des Ausdrucks U,+ U5-+---+U,, der explieite mit 0 
identisch ist, eliminiren. Keine homogene lineare Function der genannten 
inneren Kreiswege ist also ein Nullweg. Dasselbe gilt von den äusseren 
Kreiswegen, deren keiner einem inneren Fundamentalpunkt entspricht. Die 


linearen Substitutionen obiger zwei Systeme selzen sich also zur identischen 


Substitution zusammen. Folglich ist \e;,.|C;,| = 1; und weil e,, Quadrat eines 
aus ganzen Zahlen gebildeten Pfaflians ist, so ist ec, =1. 


Im genannten Werke fehlt vor $. 30, worin die Normallorm der In- 
tegrale erster Art hergestellt wird, noch ein Salz, auf dem das Nichtver- 
schwinden des Determinants JH’, also die Möglichkeit der Verwandlung 
beruht. Er ist folgender. 

Zieht man den Wege Y nach O0 hin zusammen, so dass das innerhalb 
liegende (2»-+1)-fach zusammenhängende Stück verschwindet, und bildet das 
äussere einfach zusammenhängende Stück mittelst irgend eines Integrales erster 
Art conform ab, so ist der Flächeninhalt der Abbildung positie und beträgt 


v 4 12 N 
& c;.((a;) (a,) —(a,) (@}) ), 
(4,4) Ri? i 


wenn (a) = (a,)-+ila,). wo (a,), (a;) reell sind, den Werth des Integrals 
längs des inneren Kreisweges a, bedeutet. Wird dieser Salz in Componenlen 
gepaarter normaler Periodieitälsmoduln ausgedrückt, so zeigt er, dass nicht p 
Periodicitätsmoduln, je einer aus jedem Paare, zugleich verschwinden können; 
und damit ist die Möglichkeit der Herstellung der Normalintegrale erster Arı 
bewiesen. 


Bern, 21. März 1879. 
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Ueber die Brennflächen der Strahlensysteme und 
die Singularıtätenflächen der Complexe. 


(Von Herrn HM. Pasch in Giessen.) 


Einer jeden Geraden ist in Bezug auf einen gegebenen Liniencomplex 
. eine zweigliedrige Gruppe von Polarcomplexen ersten Grades zugeordnet, welche 
zu Tangentialcomplexen werden, wenn die Gerade dem Complexe angehört. 
Die durch die Tangentialcomplexe einer Complexgeraden bestimmte Congruenz is! 
von der besonderen Art. dass ihre beiden Directricen in eine einzige Gerade, die 
Complexgerade selbst, zusammenfallen. Sie ist von noch speciellerer Art für 
die Geraden, welche Plücker als die singulären Linien des gegebenen Com- 
plexes bezeichnet hat, indem deren Tangentialcomplexe sämmtlich specielle 
sind und die Directricen der Congruenz demnach ein Strahlenbüschel in einer 
durch die betreffende singuläre Linie hindurchgehenden Ebene, der zugeord- 
neten singulären Ebene, mit einem auf der singulären Linie gelegenen Mittel- 
punkte, dem zugeordneten singulären Punkte, bilden. Die so definirten aus- 
oezeichneten Elemente hat Plücker unter Beschränkung auf den Complex 
zweiten Grades näher untersucht. Er gelangte für diesen zunächst zu der 
Bemerkung, dass der zugeordnete singuläre Punkt der feste Berührungspunkt 
der singulären Linie mit allen sie berührenden Complexcurven, die zugeordnete 
singuläre Ebene gemeinschaftliche Tangentialebene aller die singuläre Linie 
enthaltenden Complexkegel ist. Er erkannte ferner die Identität der singulären 
Linien mit den Durchschnittslinien solcher Ebenenpaare, welche einen Com- 
plexkegel bilden, und mit den Verbindungslinien solcher Punktepaare, welche 
eine Complexcurve repräsenliren; die Spitze des Complexkegels ist jedesmal 
der zugeordnete singuläre Punkt, die Ebene der Complexcurve die zugeordnete 
singuläre Ebene. Insbesondere untersuchte Pläcker die von den singulären 
Punkten des Complexes zweiten Grades gebildete Fläche vierter Ordnung und 
die von seinen singulären Ebenen umhüllte Fläche vierter Klasse und fand, 
dass diese beiden Flächen identisch sind *), derart dass in jedem Punkte der 


=) Herr Klein nennt diese Fläche die Singularitätenfläche des Complexes. Gött. 
Nachr. 1869. 8. 267. 
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Fläche eine von den Tangentien eine singuläre Linie ist. welcher der Punkt 
als singulärer Punkt und die Tangentialebene als singuläre Ebene entspricht. 

Die Gültigkeit des letzterwähnten Plückerschen Satzes für Complexe 
beliebigen Grades ist in meiner Habilitationsschrift *) durch einfache veome- 
trische Betrachtungen bewiesen. welche auf der doppelten Definition der Brenn- 
lläche eines Strahlensystemes beruhen. Die Fläche der singulären Punkte 
oder Ebenen bildet nämlich einen Theil der Brennfläche der von den sineu- 
lären Linien gebildeten Congruenz. Der Nachweis der Identität beider De- 
finitionen der Singularitätenlläche eines Compiexes. oder allgemeiner der 
Brennfläche eines Strahlensystemes. aus den analvlischen Darstellungen (vel. 
SS. 11. 12 der Hab.-Schr.). sowie die geometrische Bedeutung des anderen 
Theiles der Brennfläche der singulären Strahlen und einige auf die analytische 
Darstellung bezügliche Betrachtungen werden im Folgenden mitgetheilt. Bei 
dieser Gelegenheit sei es gestattet, die in 8$. 1-3, 7—8 der Hab.-Schr. ge- 


sebenen Erörterungen in Kürze vorauszuschieken ($. 1). 


$. 1. 

Unter den Geraden eines Complexes werde eine beliebige, x, aufee- 
fasst. Die durch x gehenden Ebenen » und die auf x gelegenen Punkte & 
werden durch den Complex projectivisch auf einander bezogen, derart, dass 
in der Ebene # durch den entsprechenden Punkt < eine der Geraden x un- 
endlich nahe Complexlinie gezogen werden kann. Der Punkt & ist der Be- 
rührungspunkt von x mit der in der Ebene # gelegenen ('omplexceurve, die 
Ebene # berührt den von 5 ausgehenden Complexkegel längs der Erzeu- 
senden x. 

Es sei jetzt x ein zwei gegebenen Complexen gemeinschaftlicher Strahl. 
also ein Strahl des von den beiden Complexen gebildeten Strahlensystems. 
Dann werden die durch x gehenden Ebenen den Punkten von x auf doppelte 
Weise projectivisch zugeordnet. Es sind aber zwei Punkte &, ! und zwei 
Ebenen «, a dadurch ausgezeichnet, dass S, « und &, « einander in Bezug 
auf beide Complexe entsprechen. In den Punkten <, wird x von unendlich 
nahen Strahlen der Congruenz geschnitten. welche resp. in den Ebenen «, u 
verlaufen, und es sind also S, S’' die dem Strahle v zugehörigen Brennpunkte 
und «, # die entsprechenden Fokalebenen des Strahlensystems. 





*) Zur Theorie der Complexe und Congruenzen von Geraden, Giessen 170. 
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Die von den Brennpunkten des Strahlensysiems gebildete Fläche, — 
der Ort aller Punkte S(z),. von denen zwei zusammenfallende Strahlen x des 
Systemes ausgehen, — ist mit der von den Fokalebenen eingehüllten Fläche, — 
der Enveloppe aller Ebenen zw). in welchen zwei zusammenfallende Strahlen 
v des Systemes liegen, — identisch; sie wird von den Strahlen x doppeli 
berührt und heisst die Brennfläche des Strahlensystems *). Aber die Tan- 
oentenebene der Brennlläche im Punkte S ist nicht die entsprechende Fokal- 
ebene #, welche den durch 5 hindurchgehenden bei x unendlich nahen Strahl 
enthält. Vielmehr ist S der Berührungspunkt der dem anderen Brennpunkte 
von x, dem Punkte 5, entsprechenden Fokalebene #; denn von € aus kann 
in dieser letzteren ausser x noch eine unendlich nahe, also auch unendlich nahe 
bei 5 berührende Tangente der Brennfläche gezogen werden. 

Es sei jetzt x wieder ein beliebiger Strahl aus einem gegebenen Com- 
plexe. Die durch den Complex erzeugte projeclivische Beziehung zwischen 
den Punkten von x und den durch x gehenden Ebenen kann sich derart spe- 
cialisiren,. dass allen Ebenen ein fester Punkt 5 und also allen Punkten eine 
feste Ebene « entspricht. Dann ist S der feste Berührungspunkt von x mil 
allen Complexeurven des Ebenenbüschels, » die gemeinschaftliche Tangential- 
ebene für alle Complexkegel der auf x gelegenen Punkte. Eine derarlige 
Complexlinie x wird eine singuläre Linie, S der zugeordnete singuläre Punkt. 
» die zugeordnete singuläre Ebene genannt. Man kann dieselben Elemente 
noch in anderer Weise definiren. Für die in der Ebene x gelegene Complex- 
curve hat sich nicht ein bestimmter Berührungspunkt mit x ergeben, d.h. ı 
ist eine Doppeltangente dieser Curve: ebenso ist x Doppelerzeugende des 
Complexkegels mit der Spitze S. Die singulären Punkte werden also als die 
Spitzen solcher Complexkegel erhalten, welche eine Doppelerzeugende be- 


u 
4 


sitzen. und die singulären Ebenen als die Ebenen solcher Complexcurven, 
welche eine Doppeltangente besitzen; die Doppelelemente, welche in beiden 
Fällen auftreten, sind dieselben, nämlich die singulären Linien des Complexes. 

Die singulären Elemente jeder der drei Arten bilden Mannigfaltigkeiten 
von zwei Dimensionen. Die singulären Linien insbesondere können als ge- 
meinschaftliche Linien zweier Complexe betrachtet werden, von denen einer 
der gegebene ist. Durch diese Complexe werden die Ebenen und die Punkte 
von x auf doppelte Weise einander projectivisch zugeordnet. Hierbei ent- 


*) Kummer, dieses Journal Bd. 57 und Math. Abh. der Berl. Akad. 1866. 8.5. 
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spricht dem Punkte S beidemal eine und dieselbe Ebene ». der Ebene u 
beidemal ein und derselbe Punkt 5’. Also erweist sich der r zueeordnete 
singuläre Purkt S als einer der beiden zu x gehörigen Brennpunkte. die: zu- 
seordnele singuläre Ebene x als eine der beiden zu x eehörigen Fokalebenen 
des von den singulären Linien gebildeten Strahlensystemes; aber «# ist nicht 
die dem Brennpunkte S entsprechende Fokalebene. Die Brennlläche zerfäll 
mithin in zwei Theile: der eine ist zueleich der Ort der Punkte = und die 
Enveloppe der Ebenen #, der andere dagegen der Ort der Punkte & und die 
Enveloppe der Ebenen «. Damit ist der Satz bewiesen: 

Für jeden Complex ist die Fläche der singulären Punkte mit deı 
Fläche der singulären Ebenen identisch und bildet einen Theil der Brennfläche 
des Strahlensystemes der singulären Linien: die singulären Linien sind Tan- 
genten dieser Fläche in ihrem zugeordneten singulären Punkte und längs ihrer 


zugeordneten singulären Ebene. 


5:8. 

Ich eebe nun den alsebraischen Beweis des vorstehenden Satzes. wobei 
ich die in dem Aufsalze .„.Zur Theorie der linearen Complexe“ dieses Journal 
Bd. 75 eingeführten Bezeichnunsen anwende. 

Es sei Fir) eine homogene ganze Function »'°" Grades der Linien- 
coordinaten x,...Y%, also F=0 die Gleichung. eines Liniencomplexes vom 
n'*n Grade. Werden die Ableitungen 

m mit »F., SE 
bezeichnet, und ist x eine Linie des Complexes, so sind die Grössen ı...% 
als Coordinaten eines linearen Complexes % zu betrachten, welcher den Strahl 
v und die ihm unendlich nahen Strahlen mit dem Complex F= 0 gemein hat.”) 

Ist ebenso @ = OÖ die Gleichung eines Complexes vom m'®" Grade. 
und werden die Ableitungen von @ mit m@&,., bezeichnet. so bilden die ge- 
meinschaftlichen Strahlen der linearen Complexe & und G ein Strahlensystem 
erster Ordnung und erster Klasse, welches den Strahl x und die ihm unend- 
lich nahen mit der Congruenz der Complexe F=0,. @=0 gemein hat. Die 


Strahlen dieses Systemes schneiden zwei feste Geraden f und f mit den 





*) Plücker. Neue Geometrie des Raumes S. 2492 
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Coordinaten 
1) =I5+u®, etw 6, =}... 
wo A: u, 4: bestimmt werden durch Auflösung der Gleichung 
2) FMH G)+W(S,G) = 0. 
Die Geraden f und f’ schneiden x; denn es ist 


NAHEN HUN) =irtnG=0, (rat g=0. 



























Die Schnittpunkte mögen resp. $, 5’ und die gemeinschaftlichen Ebenen resp. 
v, u heissen. In der Ebene «'w) geht durch den Punkt 5'($) ein bei x un- 
endlich naher Strahl der Congruenz, also sind «, « die dem Strahle x zuge- 
hörigen Fokalebenen und £, 5 die entsprechenden Brennpunkte der Con- 
gruenz *). Die Coordinaten des Brennpunktes 5 und der Fokalebene # sind 


daher nach $. 5 des Aufs. „Zur Th. d. lin. Compl.*: 

3) &=TM,WE(f,e)), = E,;(,II(f, o)), i=1...4) 
wo die Grössen a und « willkürlich gewählt werden können. Diese 
Gleichungen sind als Darstellungen des Ortes der Brennpunkte resp. der 
Fokalebenen durch die den Bedingungen F=0, G=0, (r.x) = 0 unter- 
worfenen Coordinaten x zu betrachten. 

Bildet man nun das Differential von S, in Bezug auf die x und unler- 
wirft die dx den Bedingungen: 


dF=0, dG=0, dx) 0, 


so erhält man die Coordinalte »,, eines beliebigen Punktes », der Ebene. welche 


D 


7, = II,(x, E(df, @))+I1,(dx, Ef, )). 


lı 


den Ort der Brennpunkte in s berührt, nämlich: 


Diesen Ausdruck kann man aber, da 
[A 


ai: uais Au 7 ö | 
(fh) =4(%, dr) + u(®, di) = B dF- S da = 


; . ? 
und mithin nach Formel (17.) S. 122 des 75. Bds. 

II, (dx, E(f,o@)) + I, E(d,o))= — (hd), = 
ist. folgendermassen umgestalten: 


= TI,(x, E(df, @))— I1,(f, E(dr. e))=II,(n,b)—- It, ce), 





#) Die beiden hier zur Bestimmung der Brennpunkte benutzten Linien f, f sind 
nur ein besonderes Paar aus zwei Büscheln; s. die allgemeine Betrachtung bei Herrn 
klein Math. Ann. Bd. V >. 289. 
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wenn man zur Abkürzung b, e für E(df.o), E(dx,e) schreibt. Hierin be- 
deutet //(x, 5b) einen Punkt der Geraden x. //(f. ce) einen Punkt der Geraden 
also sind //x.b und //(f. ce) zwei Punkte der Fokalebene ». Auf ihreı 
Verbindungslinie, also ebenfalls in der Ebene x, ist der Punkt » welegen 
Folglich berührt # die Fläche der Brennpunkte in S, und die Fokalebenen 
umhüllen diese Fläche. 

Es ist leicht. das bei der Brennfläche angewendete Verfahren aul 
die Congruenz der singulären Linien eines Complexes #F—=0O zu übertragen 
Ist x eine singuläre Linie von F=0, so sind ihre Tangentialeomplexe sämmt- 


lich specielle lineare Complexe, d.h. es ist für alle p und g: 


) 


% PS+m PS) rd) +2pg F+g xx (. 
d.h. es tritt zu F=0, (x.x)=0 hinzu: 
5% v. 

Der Schnittpunkt der Geraden x und 5 ist der x zugeordnele singuläre Punkt s. 
die gemeinschaftliche Ebene die zugeordnete singuläre Ebene x, so dass 

9.) &=1[L(n,E(Fe)), = E;(ı, II(5a)) ee 
bei willkürlichen « und e. Jede Gerade. welche dem Strahle x unendlich 
nahe ist und entweder durch S hindurchgeht oder in » verläuft. gehört dem 
Complexe F=0 an. 


Das Differential von S, in Bezug auf die x. worin die dv die Bedingungen 


6. dF=0V. d an 5, =: diEXT 0) 
zu erfüllen haben. wird nun. wie oben. mit Hülfe der Bedinsune 
. l L,' 4 
%.dı)= —dF =VÖ 
2 e 1 
umgelormt in: 
T. d3,; = IT,(x. E(d5, o))— I1,(5, E(dr. o)). i=+1,..,4 


und es ist dann sofort ersichtlich. dass alle dem Punkte 5 unendlich nahen 
singulären Punkte‘ in der Ebene # liegen. Dies ist aber die zu erweisende 
Eigenschaft der Singularitätenlläche. 

\Wenn man aus den Gleichungen (6.) und (7.) die dx eliminirl, so er- 
hält man eine lineare Relation zwischen den Dilferentialen ds,. also, wenn 
man dieselben durch Punktcoordinaien >, ersetzt. die Gleichung der Tangenten- 


ebene des Ortes der singulären Punkte in S, und zwar in Form einer gleich 


Null gesetzten Determinante siebenten Grades.”) Diese Deierminante kann 
=) Vol. Habilitationssehrift >. 


uw 
.—a 
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nach dem Obigen. wenn man die Gleichung (4.) berücksichtiet. von der Funetion 


"= Iu,n,,. Wo die « aus ().) eninommen werden. sich nur um einen von 
den »; unabhängigen Factor unterscheiden. In der That würde es keine 


Schwierigkeit haben. die Ausscheidung dieses Faclors durch die Relationen. 
weiche in $. 4 der Abhandlung „Zur Th. d. lin. Comp!.“ hergestellt sind. 
ZU bewirken. 

4 

Wiltelst der Formel (14.) der citirten Abhandlung bringt man die 
Goordinaten einer beliebigen Tangente im Punkte ©, also die Determinanten 
&, ds), aus den Grössen 

I,E(&,a))= —- N (5,E(r,o)). ds; = Illn,E(dS,c))— /1,(5. E(dx,ec)), 

leicht auf die Form pf;-+ax,, Wo: 


p=-ZS(kme) Eid,e)),, g=ZnlEld;e), E(dS.«)), 


Die Determinanten aus den « und da lassen sich auf dieselbe Form brineen 
Bs ist nämlich (x, dw), pP SıtgX, Wo: 


E51 (ra), Ildr,a)),> = Zn(II($,0), II dS,a));, 


/ “ 4 


De 


'? 


S. >; 
Um die dem Strahle x zugehörigen Brennpunkte und Fokalebenen des 
Strahlensystems der singulären Linien zu finden, hat man die Wurzeln der 
Gleichung (2.). m welcher dann 
en/ ® ol $) . > 
a -I®,, = en, = 1...8 
| or: | 
anzunehmen ist. in die Ausdrücke (1.) einzuselzen, so dass %, und 
(8. nit uG,, Im 
die Coordinaten zweier Geraden & und f sind. welche mit x die Brennpunkte 
und Fokalebenen bestimmen; dabei ist 
215, 6)+u(8.8) = O0. 
Der Ort der Punkte £, in welchen r und f einander schneiden. ist mit der 
Enveloppe der Ebenen «, welche die Strahlen x und f zugleich enthalten, 
identisch und bildet zusammen mit der Singularitätenlläche die vollständige 
Brennlläche der singulären Linien. Die Beziehung dieses Ortes zum Com- 
plexe F=0 soll jetzt aufgesucht werden. 


Ich knüpfe zu diesem Zweck an die Verallgemeinerung des Begrilles 





n : „2 Pornı . h 7 r ‘ 
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der Polarcomplexe an. Wenn man die Gleichune F=0 » mal hintereinander 
in Bezug auf die v differentiürt und sodann die dr durch laufende Linien- 
coordinaten 9 erseizi. so erhält man die Gleichung eines Liniencomplexes 
vom mten Grade, des (a— m)!" Polarcomplexes von v in Bezue auf F = 0 
Die (»—1)!* Polare ist linear. Die Complexceurve der linearen Polare 
irvend einer durch x gelegten Ebene redueirt sich auf einen Punkt. den Po 
der Geraden x in Bezug auf die in derselben Ebene befindliche Complexcur\ 
von F=0*). also insbesondere den Berührungspunkt dieser Complexcurv: 
mit x. sobald x selbst eine Complexlinie und mithin der lineare Polarcomplex 
ein Tangentialcomplex ist. Diese Eigenschaft wird leicht für den (a —m\ 
Polarcomplex verallgemeinert. Die Complexeurve des 'n mit Polarcom- 
plexes von rin irgend einer durch v gelegten Ebene ist eine Curve m! Klasse. 
welche mit der (»a— mi!en Polare von r in Bezug auf die in derselben Eben: 
selegene Gomplexeurve von F=0 zusammenfällt. Der von irgend einem 
Punkte von x ausgehende Gomplexkegel des (x —m)'“" Polarcomplexes von 
steht in gleicher Beziehung zu dem von demselben Punkte auseehenden Com- 
plexkegel von F=0. 


Die Coordinaten des linearen Complexes (3 waren: 


f4 U 67 2 2 = ! x | : . ; F 
ee ee FG 
, 1 u OYT; j oOX, n : } ( 
Zu demselben Complex gelangt man aber auch. wenn man die ersie Pola 
P=0) der Geraden % in Bezues auf f=0, also den Complex (» —1)!en Grades 
’_. oFW 
P >" 1 . |, 
1 oO) 
I . » P} - 1» q ME { . r \ 
und in Bezug auf diesen die lineare Polare von x bildet. Die Coordinate 
der letzteren ereeben sich nämlich dadureh. dass man in 
oP Pu GE 
u (Nr i U 
Oo), De oV,; Od; 
die 9 durch die v ersetzt. und sind mithin den Werthen & proporlional 


Die der singulären Linie x zugeordnete singuläre Ebene # enihält die 
Strahlen x und % zugleich. Nach dem Vorangeschickten ist somit die Com- 
plexeurve von P=0 in der Ebene » die erste Polare von 3 in Bezue auf 
die Complexeurve von FO in derselben Ebene und der Punkt, auf welchen 


sich die Complexcurve von © in ” reduecirt. der Pol von x in Bezug auf 





a —,— 


*) Plücker, Neue Geometrie des Raumes S. 29%. 
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iene erste Polare von %. Dieser Punkt ist nun wegen (8.) derselbe. au! 
welchen sich die Complexeurve des speciellen Complexes f in «# reducirt. 
d. h. der Durchschnittspunkt der Strahlen f und x. also der Brennpunkt €. 
Mithin erweist sich £, wenn man noch berücksichliet,. dass die Gleichuns 
P=-0 von x selbst befriedigt wird, als der Berührungspunkt der Geraden 
mit der ersten Polare der Geraden % in Bezug auf die von den Linien des 
Complexes F=0 in der Ebene a umhüllte Curve x»*°" Klasse. 

In unserem Falle berührt die zuletzt erwähnte Curve die Gerade ı 


-f 


in zwei Punkten 7, »/. Der Berührungspunkt 5’ der Doppeltangente mit der 
ersten Polare der Geraden $ in Bezug auf jene Curve wird demnach er- 
halten *). indem man zu 7, »; und dem Schnittpunkte von x mit 5, also zu 
„. rn. < den (S eonjugirten) vierten harmonischen Punkt construirt. An 
dem Complexkegel des Punktes S kann man eine analoge Betrachtung an- 


stellen. Wenn man mit ve, © die beiden Ebenen bezeichnet. welche diesen 


Kegel längs der Doppelerzeugenden x berühren, so wird man finden, dass die 
Ebenen v, ©’ durch die Ebenen #, # harmonisch geirennt werden. Es hal 
sich somit der Satz ergeben: 

Unter den Punkten jeder singulären Linie eines Complexes sind zwe: 
als Derührungspunkte mit der Complexcuree, welche in der zugeordneten 
singulären Ebene liegt, einer als der zugeordnete singuläre Punkt und einer 
als der vierte harmonische Punkt ausgezeichnel: ebenso unter den durch die 
singuläre Linie gehenden Ebenen zwei als Tangentialebenen des Complexkegels, 
welcher com zugeordneten singulären Punkte ausgeht, eine als die zugeordnet: 
singuläre Ebene und eine als die vierte harmonische””). Die con den vierten 
harmonischen Punkten gebildete Fläche ist mit der von den vierten harmonischen 
Ebenen umhüllten identisch und stellt zusammen mit der Singularitätenfläche 


die vollständige Brennfläche der singulären Strahlen vor. 


S. 4. 
Für die von uns betrachteten Flächen müssen sich aus den ange- 
sebenen analvlischen Darstellungen mittelst Elimination die Gleichungen ent- 


wickeln lassen. Man gelangt aber kürzer dazu auf folgendem Wege. 


=) Salmon, Higher plane Curves Art. 67. 
*#*) Diese Punkte und Ebenen hat Plücker an den singulären Linien der Com- 
plexe zweiten Grades betrachtet. Vgl. besonders „N. Geom. d. R.“ S. 213. 
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Es sei ein Punkt £ durch drei in ihm sich schneidende Ebenen «a. b. « 
segeben, so dass für beliebige «#*): 
di nabe). 
Dann werden irgend zwei durch & gehende Ebenen durch Coordinaten von 


der Form 
pa—+gb,-+re, pa+gb,-+re;. ah 
repräsentirt. folglich eine beliebige durch & gehende Gerade x als Durch- 
schnittslinie solcher Ebenen durch die Coordinaten **) 
y. T ,(be),.;+ ulca),;+r(ab h 1...6 


wenn man Selzt: 
. : r f] ' f 

vL ig Ba ıy pt a Pr dp } 

| 

i 


Durch den Punkt £ geht eine einfache Mannigfaltigkeit von Geraden eines 


segebenen Compiexes »te2 Grades Fir)=0, ein „Complexkegel.* Die Geraden 


eines solchen Complexkegels werden durch eine Gleichung x»'°" Grades zwischen 
I 
i 


,, 4, v dargesielll. wenn man in F(x)=0 für die x die Werthe (9.) sub- 
stituirt. — In analoser Weise drückt man die Gesammitheit der in einer Ebene 


gelegenen Complexlinien, eine „Complexeurve“, durch eine Gleichung zwischen 
drei Parametern aus. 

Zur Abkürzune sei: 

10. u be); Tem ’% ca WW ab . kt : 
Dann hat man die Diseriminante 4 der Form »!°® Grades in 2, u, ı 

F(iu+uv-rvw 

zu bilden, um die Bedingung herzustellen, unter welcher der Complexkegel 
mit der Spilze S eine Doppelerzeugende besitzt. Die Diseriminanle 4 ist 
eine Combinante der linearen Formen (tt. x). (v.x). (w.x) und enthält somil 
die 1, v9. w nur in gewissen Verbindungen, nämlich den Determinanten dritten 


Grades aus dem Svsteme ***) 


uw u u ih 





— m nn 


- 
N 
= 
Yin 
wei 


Th. d. Iin. Compl.* anrewandten 


=) Die Bezeichnungen sind die in dem Aufs. 
==) Ve]. Art. 51 des eit. Aufs. 
“##) Gordan, Math. Ann. Bd. V., S. 95. 
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Die Berechnung dieser Determinanten für die besonderen Werthe (10.) ist in 
Art. 33 der Abh. „Zur Th. d. lin. Compl.* gegeben: vier von ihnen ver- 
schwinden. vier andere sind gleich den Quadraten der Coordinaten S,. 5. &. &. 
die übrigen werden die Producte dieser Grössen zu je zweien. Also reprä- 


sentirt die Gleichung /=0 den Ort der singulären Punkte des Complexes F—0 


Wird den Grössen U, 3. 8 die folgende Bedeutung beigelest: 
il. U PY)> DB Yo) WB aß); k=1.:.6 


und die Ebene der Punkte @, 9, y mit # bezeichnet. so dass für beliebige <: 


TR sahvr). 
- m j f 


so ist die Diseriminante D der Form »!®® Grades in 4. u, y: 


FÜ +UB-- ri 
sleich Null zu seizen, wenn U eine singuläre Ebene sein soll. Man erhäli 
aber D aus 7, indem man alle Indices der Coeflicientien von F mit den 
adjungirten und die Coordinaten a, b, e resp. mit @, 9. y vertauscht. Die 
(Gleichung der Singularitätenlläche in Ebenencoordinaten entsteht also aus ihrer 
(leichung in Punkteoordinaten. indem man 5,...£, in a,...”, und alle Indices 
der Coefliecienten von F in die adjungirten verwandelt. 


Wenn man für die Form Fr) eine symbolische Darstellung einführt: 

Fir 27 b. 1” = (cr 
;0 kann man aul Grund der vorangeschickten Betrachlung die Gleichungen 
der Singularilätenlläche aus dem symbolischen Ausdruck der Diseriminanie 
einer ternären Form »'"" Grades solorl in symbolischer Form herstellen. Die 
Discriminante der Form (Aa. u) -- u a.v)’+-rla.w))' als Function von 4, u. 0 
ist bekanntlich eine lineare Verbindung von Produeten aus Delerminanlen 


dritten Grades von der Form 


(a.ı) (1.9) (aim It, 0 0, a, a, a,lllde), (be). (be), (be), (bei. (be), 
ı(b.u) (b.v) (b.w) b, b, b, b, b, b, (ca), (ca), (ca), (ca), (ca); (ca), 
| | I 4 

[.U) (C.d) (Cd. WII (GG 5 Ga), ab), (ab), (ab), (ab); (ab), | 


Kine derarlige Determinante lässt sich nun, wie in $. 5 der erwähnten Ab- 
handlung gezeigt ist. leicht als quadratische Form in den 5 ausdrücken: wird 


sie zur Abkürzung mil (a. b.c.S5) bezeichnet, so ıst: 


(12) (1b, = Za.(E(b, 8), Ele, S)):- 
k i ’ 


Auf diesem Wege gelangt man also zur Gleichung der Singularitätenlläche in 





7 


n 1° w } . 
i ASCH. iiber (ttk B: “IH typ tl Sinemuiartlalenflechen ! hy 


- 


Punkteoordinaten. und beim ÜUebergane zur Gleichune in Ebenenecoordinateı 


hat man nur nöthie. die Determinanlen (a.b.e.& dureh la.b. c.»! zu er- 
selzen. WO 

13 Wr h : : Yin er }, f 

( . ar . k. Zul AN li DD Wi. 2 / Eu. € 
Im einfachsten Falle. für » = 2. hat man: 


Deine, 0 a,b. ı 


> 


Nach $. S der erwähnten Abhandlung kann man ohne Weiteres dis 
Uebereinstimmung dieses Ergebnisses mit demjenigen erkennen, welches Ü/ebs 
für die von ihm eingeführte Normalform der Complexgleichungen mitielst Aus- 
scheidung überflüssiver Facloren zuerst für »-:2*) aufeestelli und sodann 
auf beliebive Grade und auf eewisse alleemeinere covarianle Flächen von 
Complexen ausgedehnt hat *”). 

In derselben Weise, wie die Gleichung der Sinewlaritätenlläche aus 
der Diseriminante einer ebenen Curve abeeleitet wurde. wird die Gleichuno 
der Brennlläche einer Gongruenz F=V,. @=V aus der Bedingung für die 
Berührung zweier ebenen Curven entwickelt. Der Punkt = ist nämlich ein 
Brennpunk! und die Ebene # eine Fokalebene. wenn zwei von den mn Wert] 
systemen 7, «, vr, welche die beiden Gleichungen 

Fiiu+us +rw)=0 und G(liu+uv+rw) =0., 
respeclive 


FAU+UB+ MN =0 und GÜ+UB+rW) = 0 


befriedigen, in eines zusammenfallen. Wenn also F und @ vom zweit 
Grade sind. und man setzt symbolisch: 

Fk elle eur, Air eld,r G.} 
so ist die Gleichung der Brennflläche in Punkteoordinaten : 

14. 11340 -0) (304' 97)—-(944-— 00 0 

unter Benutzung der üblichen Bezeichnung: 
53 SH=lahe, Dei, 392,238), 6 ED, E; 
Die Gleichung der Brennfläche in Ebenencoordinaten lautet für denselben Fal 


16. 4(3DT'- T?\('3TD'—- T”\—- (9DD'-TT' 0. 


*) Math. Ann. Bd. II 8.1. 
##) Gött. Nachr. 1872. No. 3. und Math. Ann. Ba. V S. 435. 
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wo D, T, T’, D’ folgende Bedeutungen haben: 
17.) 6D=[ab,c,u], 2T=[a,6,A,u]‘, 2T'=[a,4,3,0), 6D'=[A,B,C,u 
Die Congruenz der Complexe F=0,. @—=0 geht durch die Annahme 
G=(#,# > (la, ann 
in die Congruenz der singulären Linien des Complexes F=0 über. und wii 
haben gesehen, dass in diesem Falle die Singularitätenfläche einen Theil deı 
Brennlläche bildet. Die Ausscheidung der Singularitätenlläche aus der Glei- 
chung (14.) oder (16.) wird in der That für »= 2. also 
G= (4,0 = (,6)(8, 2) (b,2 
in folgender Weise bewirkt. Man hat nach Formel (16.) der eit. Abh.: 
u: (Ar) = 4(%, %)(abeu) 
= nd lau)ı Ft (5 9) FF (bu), + (F wiFF, (ca 
(e. r) (D, 3 (c, u)=D, an); TIEs%) 2», bu) 1/20, ca 
Nun erhält man 
a u) (a,v) (a, w) 


2 () — | h. u f, v hm 
| / : 
au) Av) (Aw 


\ 





aus (A.x)’,. indem man x, ersetzt durch 


(a.u) (u.9) (a, Ww) 


(b,.u) (b.v) (b,Ww)|. 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


u; v m, 
und mithin ergiebt sich: 
0.08: = (a.b.c,F)(a.6,d.5)y(e.u) FD (au), +(e.9) Id, (ba), +(e.w) N d (cu);t. 
Addirt man hierzu die beiden Ausdrücke, welche durch Vertauschung von a 


und b mit c entstehen, so gelingt es, unter Berücksichtigung der Identität: 
(N. ui b.c.d.5)+ (b. U)Ic. I. d.5) ie ud. b. D, 5) — (D, 1) I. b. u: “ 
die Theilbarkeit von © durch .f nachzuweisen. indem 


- 


30.u: = (a.b.c.5)° (d,u Sd,(lau),+W,v)>d, (bu), +(d.w)NDd, (eu), 


wird. Nach der eben eitirten Formel ist aber 


1 n 


du) Id, (au), + P,v)ZDd,(bu), + (Pd. w) Id, (cu), = 4(0,d)(abeu) = 4(d,d)w: 


Also findet man schliesslich für © und analos für T die Werthe: 
(18.) = (0.0)4. T dD.DYN. 
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Für die singulären Linien des Complexes zweiten Grades wird demnach der 
nach Ausscheidung der Singularitätenfläche zurückbleibende Theil der Brenn- 
fläche durch die Gleichungen 

14(30'— (8,0) 9)(301— 9") (II— (d.D) ON A, 


|4(3T—- (0,0) T)\(3TD’-T?) = (9D’—- 


in Punkt- resp. Ebenencoordinaten ausgedrückt. 


(19.) 


u | 
Law } 
— 
Pen 
De 


In © und T tritt die in den Coeffieienten von F lineare Invariante 


als Factor auf. Wird also die Complexgleichung F=0 in der Normalform *) 
angenommen, so dass (d.d) = 0, so verschwinden die Formen 9 und T iden- 
tisch, und die Gleichungen (19.) redueiren sich anf: 

40°” +2744"=0, A4T"+27DD"=0. 


Giessen. im December 1872. 





*) (lebsch, Math. Ann. Bd. II., S. 1. 
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Notiz über die Abbildung der Kreisbogen-Polygone. 


(Von Herrn L. Pochhammer.) 





Die Aufgabe, ein Kreisbogen-Polygon auf einer Halbebene abzu- 
bilden, steht mit dem entsprechenden Problem für das geradseitige Polygon 
in dem Zusammenhang, dass eine beliebige von zwei Kreisbogen gebildete 
Ecke in der Ebene einer Variable « stets durch eine lineare Substitution 


u= —— —- auf eine geradlinige Ecke in der Ebene von « zurückgeführt 


werden kann. Wenn daher ein von « und der Variable der Halbebene, t, 
abhängiger Ausdruck Fa, t) aufgefunden wird, welcher gleich Fu, t) ist, 
wie auch die Constanten C,, Ö,, C;. C, gewählt sein mögen: so gewinnt 
man, da das Verhalten der eine geradlinige Ecke darstellenden Function «' be- 
kannt ist, Aufschluss über die Eigenschaften der Function ?u,t). Von diesem 
(resichtspunkt ausgehend, hat Herr H. A. Schwarz in dem Aufsatz „Ueber einige 
Abbildungsaufgaben“, im 70. Bande dieses Journals, das Problem der Ab- 
bildung der Kreisbogen-Polygone auf die Auflösung der gewöhnlichen Diffe- 
rentlialgleichung erster Ordnung 


dv ö . 
int 
ei — Fit) 
dt . 
k h z d du Rn ‚ 
zurückgeführt, in welcher »o den Ausdruck 8: und Fit) eine ge- 
. Fruk 


brochene rationale Function von 1 bezeichnet. Die hierbei angewendete 
Funetion Pia, t) von der oben erwähnten Beschaffenheit lautet: 


’ d’ du dd du N?’ 
(4 ee Bu 22 9 ee Ari: ; 
N de log di "Nd log di / 


Da lHerr Schwarz keine Methode angiebt, wie man zu dieser Function u, 
gelangt, möchte ich seine Betrachtungen durch den Nachweis ergänzen, dass 
man mit Nothwendigkeit auf dieselbe geführt wird, wenn man von der für 
das Kreisbogen-Polygon charakteristischen Bedingung, dass die Krümmung 
innerhalb der einzelnen Seiten constant sein soll, ausgeht. Es ist zunächst 
ein Ausdruck für die Krümmung zu entwickeln. 
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Die Werthe f, t-+dt, t--2dt stellen. wenn £ und dt reell sind. drei 
benachbarte Punkte der reellen Achse in der i{-Ebene dar. Die zugehörigen 
Werthe der von £ abhängigen Function » sind », u+du, u+2du-+d u, und 
die durch dieselben dargestellten Punkte der «-Ebene mögen A, B, 0 heissen. 
Man denke sich A und B, B und € durch gerade Linien verbunden. und die 
Strecke AB über B hinaus um sich selbst. bis zu einem Punkte D, ver- 


Y 
I 
| 
| AR 
WM 
- u 
A ‚77 3 _ & w 
| 
| 
| " 
messenger „ X 


längert. Der Contigenzwinkel DBC heisse :; dann giebt der Quotient Ar 
die Krümmung, k, an. — Es sei du=pe”, d’u= ge”, so dass p, = moddu, 
die Länge der Strecke AB misst, während « den Winkel angiebt, den AB 
mit dem positiven Zweige der reellen Achse der a-Ebene bilde. Vom 
Punkte B gelangt man zum Punkte D durch Addition von dw, und zum 
Punkte C durch Addition von du+d’u; folglich bezeichnet q, = modd’u, die 
Länge der Strecke DC, und 9 den Winkel zwischen DC und der reellen 
Achse. Die Grössen p und g sind unendlich klein, und zwar p von der 
ersten, q von der zweiten Ordnung, während « und ? endlich sind. 


Fällt man von D auf BC ein Loth DL, so ist der unendlich kleine 

’ s ö ’ : . DL DL 
Winkel & mit seinem Sinus identisch, also & = =’, und das Loth DZ 
ist gleich dem Product aus DC, =g, und dem Cosinus des Winkels ZDC. 


Um letzteren Winkel zu bestimmen, bemerke man. dass, bis auf einen un- 
a” 
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endlich kleinen Unterschied, DL dieselbe Richtung wie die Senkrechte zu 
BD hat, folglich mit dem positiven Zweige der reellen Axe den Winkel 4n-+« 
bildet. Da der Winkel zwischen DC und derselben Axe gleich / ist, findet 
man den Winkel LDC, bis auf einen unendlich kleinen Fehler, gleich Air +«@— 
Der Fehler ist aber für die Länge DL, in deren Ausdruck die unendlich 
kleine Grösse zweiter Ordnung g als Factor vorkommt, unerheblich, weil die 
unendlich kleinen Grössen dritter Ordnung hier zu vernachlässigen sind. Aus 
LDC = 4n+a—P folgt 
DL= geos(In+a—P) = gsin(P— a), 
DL q 


e = —= —sin(" — «). 
P pP 





Da nun 


d’u ger 





_ = I jeos: P—e)+isinP—a) 
du pe'“ p | | 


ist, so ergiebt sich der Contingenzwinkel = als der imaginäre Theil der 


" . d’u . : : > :; , 
Function *= abgesehen vom Factor ©. Die Krümmung k, = ry ist also gleich 
| du 


dem imasinären Theil von — ohne den Factor ©. Da dt als reell 
e moddu du 





und positiv vorausgesetzt wird, ist moddu = dt mod“ so dass man die Diffe- 


rentialquotienten statt der Differentiale einführen . kt als den imaginären 
Theil von 
! I du l d du 
ar — OE —- 
du du de du dt > di 


moü— — mod — 
di dt dt 





y. 
“ 


’ a du d’u 
bezeichnen kann. Die Ableitungen = und Pr haben die Form 
© ( 


du = u Ä 
ee. - Pe = 0er, 
da sie von da und d’w nur in Bezug auf den Modul verschieden sind. 

Bei den Kreisbogen-Polygonen ist die Krümmung innerhalb der ein- 
zelnen Polygonseiten constant; der Differentialquotient der Krümmung ist folg- 
!ich fortwährend gleich Null, mit Ausnahme der Eckpunkte, wo derselbe 
unstetig ist. Wenn also der reellen Axe in der t-Ebene ein Kreisbogen-Poly- 
son in der «-Ebene entsprechen soll, muss der imaginäre Theil der Function 


d 1 d du 
Mi Eu du dt log u 


dt 
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für reelle Werthe von ? stets sleich Null sein. eine endliche Anzahl sineu- 


‚ du i 
lärer Punkte ausgenommen. Dasselbe gilt, da mod—- reell ist, von dem 


di 
du 
dt 


sestellle Bedingung mit Hülfe einer Function auszudrücken. welche ausschliess- 


imaginären Theil des Productes P.mod Es handelt sich darum, die auf- 


=, 2, # selbst, nicht auch mod“, enthäll 
di de’ ar seidst„ Nicht auch mot AT enthält: 


denn nur hierdurch wird die Reduction des Problems auf eine gewöhnliche 


lich die Differentialquotienten 


. 


: ' ie a ui du . 
Differentialgleichung möglich. Die Elimination von mod ist aber leicht zu 


di 
bewirken. — Die Ausführung der Dilferentialion ergiebt: 
a du “| du d ' du ) d , du 
.mod — = —— log — — — loe - — mod — 
dt dt > di di 8 dt du dt Tr 
11106 
el 


Der Subtrahendus auf der rechten Seite nimmt. wenn die Gleichunsen 


du du 


du 
—=Pe&, moid—=P, loe — = loeP-+io 
di 4 di R ” ” 


benutzt werden, die Gestalt 


& dP | da ) | dP 


ne en 7 
P di di/ P dt 
an. Sein imaginärer Theil ist nun aber die Hälfte des imaginären Theils von 
(A jog ey _ (IP, zday _ (A APY_ (day y;da 1 ur 
MH 7 U/ Pa’ m} \PUHF \U/ dt P di 
. . ) i u ii. s s du \ 
Folglich ist der imaginäre Theil der Function b.mod—; gleich dem ima- 
= { 


oinären Theil der Function 
wi; d“ du d du 
P(u,t) = -——loe — (1). 
Die Forderung der constanten Krümmung innerhalb der einzelnen 
Polygonseiten führt somit direct zu der nur die Differentialquotienten von « 
enthaltenden Function a,t,,. deren imaginärer Theil, wie bewiesen, für alle 
reellen Werthe von £ gleich Null sein muss, mit Ausnahme der den Polygon- 
Ecken entsprechenden Punkte. Die bei letzteren eintretenden Unsteligkeiten 
werden nach der Methode des lierrn Schwarz beseitiet, indem man eine ralio- 


nale reelle Function F{t) subtrahirt. Hieraus ergiebt sich das Resultat. dass 


der imaginäre Theil der Function 
PanN—Fit 
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längs der ganzen reellen Axe von f, ohne irgend eine Ausnahme, gleich 
Null ist. Man kann dann mittelst derselben Schlussfolgerung. welche Herr 
Christoffel bei der Lösung des Abbildungsproblems der gradseitigen Polygone 
(Brioschi e Cremona, Annali di Mat., Ser. II., Tom. I.) anwendet, den Beweis 
führen, dass die Function (u, t)— F(t) eine Constante ist, weil dieselbe auf 
der Halbebene der Variable t stetig sein, und ihr imaginärer Theil längs der 
ganzen Begrenzung der Halbebene verschwinden soll. 

Man erhält auf diese Weise eine völlig systematische Ableitung der 


' ’ ' u du : 
Differentialgleichung erster Ordnung für 7 !08 Ar: von deren Integration die 


Abbildung der Kreisbogen-Polygone abhängt. 
Berlin, Mai 1873. 
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Ueber die Darstellung der Funetionen complexer 
Varıablen. 


Anhang zur Abhandlung Bd. 75 dieses Journals S. 17T ff 


(Von Herrn L. Fuchs in Greifswald.) 


pm eine Function fiz) der complexen Variablen z innerhalb des in 
obiger Abhandlung mit @, bezeichneten Gebietes darzustellen, ging ich 
(s. 8.203 der Abh.) von der Entwickelung aus, welche für die durch die 
rationale Substitution 


A Fiw) 
transformirte Function 
2.) fFle)) = fı(lw) ’ 
in der Umgebung von »=0, demnach innerhalb E gültig ist. Dieselbe sei: 
(3.) fı (we) WW 
Um nun für jeden Punkt z der Fläche @, den Werth fiz) der Function zu 


bestimmen, muss man den zu z gehörigen Werth © = ır, berechnen, und in 
die Gleichung (2.) substiluiren. 

Es wurde dort (S. 204, No. 3) bemerkt, dass die Entwickelbarkeit 
von f(z) innerhalb @, von der Kenntniss des Verlaufes des Zweiges «, der 
algebraischen Function w von z aus Gleichung (1.) abhängig sei. und hin- 
zugefügt, dass die algebraischen Funetionen bei der Darstellung transcendenter 
Functionen mit Recht als bekannte Elemente vorausgesetzt und verwerthet 
werden dürften. Auf diese Bemerkung ist auch auf S. 178 in der Einleitung 
hingewiesen worden. 

Der Zweck dieser Notiz ist nachzuweisen, dass die ausgesprochene 
Voraussetzung der allgemeinen Kenntniss des Verlaufes der Zweige algebraischer 
Functionen für unseren Zweck überflüssig sei, und damit eine Schwierigkeit, 
welche der Anwendung der dort entwickelten Prineipien entgegenstehen könnte, 
als eine nur scheinbare erkennen zu lassen. 

In der That ist dort (s. S. 194) nachgewiesen, dass die Flächen @, 
und E durch die Substitution (1.) vermittelte Abbildungen von einander sind, 
dass demnach jedem Punkte z innerhalb G, ein und nur ein Punkt w der 


Fläche E nach Gleichung (1.) entspricht. 
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Da der Kreis E die Einheit zum Radius hat. so ergiebt sich, dass 


nJ 





unter den Wurzeln :» der Gleichung (1.) für jedes z innerhalb @, stets eine 
und nur eine vorhanden ist, deren Modul kleiner oder gleich Eins. 

Diese Wurzel ist der gesuchte Werth w = w,. 

Man kann demnach zu jedem z innerhalb @, den zugehörigen Werth 
oo = w, eindeutig finden, und alsdann mit Hülfe der Gleichung (3.) den Werth 
von f(z) berechnen. 

So würde in dem Beispiele S. 218 Gleichung (3.) ebendaselbst für ein 
bestimmtes z das Vorzeichen der Quadratwurzel so zu wählen sein, dass der 
Modul von w, kleiner oder gleich Eins. Der andere Wurzelwerth der 
Gleichung 

yw—?2zw-+Jd = 0 
hat dann in der That einen die Einheit übertreffenden Modul. weil 


hi) 
mod — > 1. 


‘ 


Greifswald im April 1873. 
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Ueber Relationen, welche für die zwischen je zwei 
singulären Punkten erstreckten Integrale der Lö- 
sungen linearer Differentialgleichungen stattfinden. 


(Von Herrn L. Fuchs in Greifswald.\ 


De Satz über die Verlauschung von Parameter und Argument bei 
der dritten Gattung der hyperelliptischen Transcendenten. aus welchem Herr 
Weierstrass (Programm des Braunsberger Gymnasiums 1845. 49) die seine: 
Theorie dieser Transcendenten zu Grunde liegende Verallsemeinerunge der 
Legendreschen Gleichung für die Periodieitälsmoduln der Integrale erster und 
„weiter Galtung hergeleitet, hatte bereits Abel (oeuvres completes 1. I.. p. 54—65) 
auf lineare Differentialgleichungen ausgedelnt. „Jacobi (dieses Journal B. 32 


und mathematische Werke B.1.. 8. 363) hat den Entwickeluneen Abels eine 
tbersichtlichere Grestalt gegeben und sie weiter ausgeführt. Es war jedoch 
wie er am Schlusse der eben erwähnten Abhandlung bemerkt unmöglich. 
den entwickelten Theoremen eine wohlbestimmtie Form zu eeben. weil zur Zeil 
für die Ergründung des Charakters der Funclionen, welche linearen Differential- 
sleichungen mil rationalen Goeflieienten genügen, noch wenig geschehen war. 
Die Resultate meiner Untersuchungen über die Natur dieser Funelionen 
haben mir nunmehr auch die Mittel gewährt, in der folgenden Arbeit die 
Abel-Jacobischen Theoreme zu präcisiren. Gleichzeitig gestalteten sie. aus 
denselben Relationen für die zwischen je zwei singulären Punkten ersireckten 
Integrale der Lösungen linearer Differentialgleichungen Relationen herzuleiten. 
analog denjenigen. welche Zegendre für die Periodiecitätsmoduln der elliptischen 


1 


und Herr Weierstrass für die der hyperelliplischen Integrale gefunden. 


1. 
Sind A,. A,. A:. ... A, Funetionen von x, und setzt man mit Jacobi 
1) [Wı = Ay+Ay+Ay”’ + +Ay", 
wo 9" die »° Ableitune einer Function x von .r bedeutel, ferner 
' - Y 
(wl: : Boy+Bıy+ By’ +. +B,y 
‘*) \ } . 
“», 4 : d ; { y\ dl“ N ' i d N 
- —- Ay+ —— |. —(A49)+.-t A,y). 
oYy ' dx 19, dr Y | —- dr Y 


Y ne. m . r . ur 9 5% 
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d ,n 
By u B;y)+ + ——(B,y). 


dx da” a | — da" 


d 


— By + 
und für zwei beliebige Functionen y und = von x 

s/ylı+ylal: 
ein vollständiger Differentialquotient (s. J. M. W. B. i, S. 367). Wir be- 


zeichnen mit Jacobi 
4) Slslyl+ylhide = 3]. 


Um die durch das Integral eingeführte unbestimmte Constante zu fixiren. sol) 


im Folgenden immer sein: 


5 U Z Ss; H 
z; 1 
wo 
l ja 
Üü 
\H = (—1)y' ci - 4;2 
(5° 2 

l R : de 

| = By \ l j* mr 7 1 a b; Y j 


Nıandgl I: a Inırral Inr Niffar alnslaıchnn: 
Sind y una 2 TeESPp. Integrale del Dilferentialgleichungen 
iyl, =: (9, x R —(), 


so wird nach Gleichung (4.) der Ausdruck [y,z] eine von x unabhän- 


Es werde jelzti vorausgeselzt, dass A,, A,, ... 4, ganze rational 
Funetionen von x seien. Nennt man alsdann mit Jacobi U, die Function von 


«, welche aus A, erhalten wird, wenn man « für x substituirt, und setzt: 


A;—N, 


— & 


Pi. 
so ist P, eine ganze rationale Function von z und «. 

Vertauscht man die unabhängige Variable x in |v},. |yl. |y,2] mil 
der Variablen «, und nennt die Functionen, in welche y und z dadurch über- 
gehen. 9. 3, so wollen wir die Resultate resp. mit [y1“., 1», [9,3] be- 
zeichnen, während im Gegensatz hierzu für die unveränderten Ausdrücke resp. 
die Zeichen [y 


1x) 


9, [u], [y,2]'“ eintreten. Man hat alsdann nach Jacobi 


f (X) ; (a) 
E—-& 


IT — 02! Zi 
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i In A i “x 


wo 
a nP ‚pp „np 
Br JE P,+ ER. en. ui In 


eine ganze rationale Function von .r und « ist. Setzt man 
et mat 


7. U 2U_,0 


“ 
m. 


so zeigt Jacobi, dass Ü,, den Coefficienten von r” in dem Ausdrucke 


. oder auch den Coeflicienien von e" in dem Ausdrucke PR 


n—- 171) 
if 


y 
\ad 


darstellt. 
Es seien y und ; zwei Integrale resp. der Differentialgleichungeı 
(8. ui =0, hP9=0, 


so ist nach Gleichung (4.\ 


L [74 





af 1 | | 

5% | 3 | “ 

OR SG 5 z i y 

Multiplieirt man die erste Gleichung mit ;. die zweite mit y und subtrahirt, 


so erhält man. mit Rücksicht darauf. dass 


nach Gleichung (6. 


ix 


Es gehöre die Differentialgleichung 


k y er ) 
en ] . Kl: ca darianıca u el R os . ah ua Da ' £ 
zu der Riasse Gt je nıpel. Weiche Icn ın ifuneren Arbeiten dauıın charaktierısu 


habe. dass ihre Integrale für einen singulären Punkt « mit einer Potenz von 


E 
. ” r y | Eur De i 
r—a und für x = mw mit einer Potenz von multiplicirt nicht mehr unend- 
L 
lich werden. Sind @. &. ... a, die sinoulären Punkte der Differential- 
gleichung 1.) und setzi man 
Fiz) = (r-a)(2 —-a,)...(2—a,). 


so hat dieselbe alsdann die Form: 


18 —_ > N y. R,' „> I ] \ 
B. Yi auf, nl). Mila .Y U). 
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wo F,(x) eine ganze rationale Function des A'e? Grades bedeutet, s. meine 
Abh. Bd. 66 dieses Journals S. 139. 
Die Differentialgleichung 


(2.\ [2]5”’ — (0) 
wird alsdann: 
® “ da but 
VN\ u 18) Bf "0 $ y. r (»\ul — 
Ü.) [2]: ic =: \ 1) da? Fa-96-n \ A r . F DT, vi er V. 


Entwickelt man die Differentialquotienten in dieser Gleichung, so ergiebt sich, 
dass dieselbe die Form hat: 


„ 
(3.) [21% '= =, G, n—a)(o—1) (2) . F(x)*. 2) — VO, 


Ik 
wo wiederum @,;(x) eine ganze rationale Function von x des Akten Grades bedeutet. 

Es gehört daher die Differentialgleichung (C.) ebenfalls zu der er- 
wähnten Klasse von Differentialgleichungen, und sie hat dieselben singulären 
Punkte wie die Differentialgleichung (B.). 

Es sei a einer der singulären Punkte a,, @. ... a,, so ist nach der 
in meiner oben citirten Abh. S. 147 gegebenen Vorschrift, wenn man in der 
Differentialgleichung (B.) y durch (z—a)'u ersetzt, der Coefficient von (2—a)'u 
im Resultate der Substitution, für 2 =a, die linke Seite der zum singulären 
Punkte a gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung der Dilferentialglei- 
chung (B.). Dieselbe lautet also: 


n—1 


D.) ZSiF,o-n(a).F(a)".r(r—1)...(r—n- 4--1)+F,o-n(@) = 0. 


Substituirt man ebenso (r—a)'a für z in die Differentialgleichung (C.), so is! 
der Coeflicient von (@—a)'u im Resultate der Substitution, für z=«, 


n—1 
B.\ \ Si (—1)" u PN (a). Fa)" (n—-A+s)(n—4+s—1)...(s+1) 
-Fua-nla) = 0. 
Dieses ist die zum singulären Punkte «a gehörige determinirende Fundamental- 
sleichung der Differentialgleichung (C.) oder (3.). 

Setzt man in derselben 

4. s = —r—l, 

so verwandelt sie sich in die Gleichung (D.). 

Es findet also zwischen den zu demselben singulären Punkte gehörigen 
determinirenden Fundamentalgleichungen der Differentialgleichungen (B.) und 
C.) die Beziehung statt, dass die Wurzeln der einen die entgegengesetzten 


Werthe der um Eins vermehrten Wurzeln der anderen sind. 
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3. 
Es sei 


u 


4 Fu A)(o- l) © F (T = 
so hat die Dilferentialgleichung (B.) wieder die Form: 


[2 


2) 3,.Ay" = Vd. 
Setzt ıman 
n(o—1) = p, 
so ist A, eine ganze rationale Function vom Grade p-+4. 
Substituirt man > für x in A,, so wird 


C; 
(3.) A; — . - . 


7’ u 


wo (, eine ganze ralionale Function von « vom Grade p-+4 bedeutet 


Setzt man den Werth (3.) in die Differentialgleichung (2.) ein. so wird 


dieselbe: 


Suhstituirt man hierin 
(9. y=uv, 
wo e eine Reihe der Form 


rear: 


bedeutet, so erhält man: 


wo 
P,R= 3, (Al) +a),r(r+1)...(rta—1)C,., 
und insbesondere: 
Pr, Ss (—1j"r(r+1)...(r+a—1)C. 


Setzt man in (T.) für « und die Reihe (6.) für eo, so ist die niedrigste 
Zur er 


Potenz von — im Resultate der Substitution die »'!°. und zwar ist der Coefli- 
2 


. | ” r en . . 
cient von (—) der Werth von P,a, für »=0. Bezeichnet man daher mil 
T 


&, den Werth von C, für «=0 oder den Coeffhicienten der höchsten Potenz 
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von .r in A,. so folg! daraus. dass P, für #=0 verschwindet: 


8) 23,(-V'r(r+1)...(r+ta-1)6, = 0 


als determinirende Fundamentalgleichung der Differentialgleichung 2.) für den 
Punkt =. 

Die linke Seite der zu .r = » gehörigen determinirenden Fundamental- 
gleichung der Differentialgleichung \2.) wird daher gefunden, wenn man in (2. 


y 
\ 


A Wi a . ' et 
\„)® für y substituirt, den Coefficienten von » in der transformirten Differen- 
2 « 


tialeleichung herstellt, denselben mit .e’”” multiplieirt und im Resultat x = x setzt. 
Substituirt man daher in der Differentialgleichung (2.) voriger Nummer. 
welche gleichbedeutend ist mit: 


n dl“ 
() (dd y EM N 
193. ) ( ) 4 PA) _ 0 * 
: Gele dat“ 


worin der Grad des Coellicienten von 3 ebenfalls der p'® isi 


i 3% 
>» = \ —) IR 


so erhält man: 


r a 
j \ "4 a—l d if“ ‚p S-4-£ a 
(10.) _ .(-1) oe ar rn En; 


Da O,. C,. ... &, fürae=x oder «—=0 endlich sind, ferner die Ableitungen 
/te Ordnung derselben mit x” multiplieirt noch Null. so ergiebt sich als 
Coeflicient von » in Gleichung (10.) mit 2°” multiplieirt für x = x 


>. ie Ha)(p—s-+ta: 1)...(p—s 1)6 


Demnach ist die zu = = x gehörige determinirende Fundamentalgleichung de: 


Differentialgleichung (9): 
(11. S&,(—1)" (p sap -s+a—1)...(p 5 IE, - D. 
Seizt man hierin 
(12.) p—-s+1=r oder s=p—r+1. 


so verwandelt sich dieselbe in die Gleichung (8.) Man hat daher als Ergän- 
zung zu dem Salze am Schlusse der vorigen Nummer den Salz: 
Es findet zwischen den zu 2 x gehörigen delerminirenden Funda- 


mentaleleichungen der Dilferentialgleichungen (2.) und (9.) die Beziehung stal!. 
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dass die Wurzeln der einen aus denen der anderen erhalten werden. wenn 
man die letzteren der Reihe nach von p-+-1 subtrahirt. 

Wir wollen im Folgenden Dilferentialeleichungeen. welche zu einander 
in derselben Beziehung "stehen wie die Differentialgleichungen (B.) und (©. 
adjungirte Dilferentialgleichungen. die Wurzeln der zu demselben singulären 
Punkte oder zum Punkte x = x gehörigen determinirenden Fundamental- 
oleichungen je einer dieser Dilferentialgleichungen. welche resp. durch die 
Gleichung (4.) vorieer Nummer oder Gleichune (12.) dieser Nummer mit ein- 
ander verknüpft sind, adjungirte Wurzeln. endlich die Elemente der zu dem- 
selben singulären Punkte oder zum Punkte a x eehörieen Fundamental- 
systemen von Inlegralen je einer dieser Dilferentialgleichungen, welche adjun- 


sirten Wurzeln als Exponenten entsprechen. «djungirte Elemente nennen. 


4. 
Sind die Coeffiecienten der Functionen F,_,(r) in Gleichung (B.) un- 
bestimmt, so kann man dieselben so wählen, dass sie für die einzelnen singu- 


jären Punkte a,. @,. ... a, beliebige vorgeschriebene Werthe annehmen. In 


der That seien &, 5", ... 9 willkürliche Werthe, die F,._.,(z) resp. für 
r=4d,. 4. ... a, erhalten soll, so kann man: 
o u) t 
} y . De i x } 
(1.) DM nn) Fix). y7 le f Fa / I 
k 1 F dt, rt 


wählen. wo EV’ (x) eine unbestimmte sanze rationale Function des Grades 
u(o—1)— 0 bedeutet. 

Setzt man andererseils in Gleichung (D.) für r sucecessive die beliebigen 
aber von einander verschiedenen Werthe r,. r,. ... r,. so liefern die so 
sehildeten » linearen Gleichungen mil den Grössen F_ (a). F,,._nl@)....F,, na 
als Unbekannten für dieselben bestimmte Werthe. weil die Determinante des 
Systems gleichbedeutend ist mit dem Producte der Dilferenzen der Grössen 
"= Fo... 7, mulliplieirt mit einer Potenz von Fa). 

Wenn also in der Differentialgleichung (B.) die Coellieienten F,._ı, (4 
unbestimmt sind. so können sie so gewählt werden, dass die Wurzeln der 
zu den einzelnen singulären Punkten a, a. ... «a, gehörigen determinirenden 
Fundamentalgleichungen beliebige vorgeschriebene Werthe erhalten. 

Wir wollen nunmehr vorausselzen, dass die sämmtlichen Wurzeln der 


zu den einzelnen singulären Punkten a,. a. ... «a, gehörigen determinirenden 
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Fundamentalgleichungen der Differentialgleichung (B.) von einander verschieden 
und in ihrem reellen Theile negativ und absolut kleiner als Eins sind. 

Nach dem Satze am Schlusse der No. 2 sind alsdann auch die Wurzeln 
der zu den einzelnen singulären Punkten a,. @. ... a, gehörigen deter- 








minirenden Fundamentalgleichungen der adjungirten Differentialgleichung (C. 
von eimander verschieden und in ihrem reellen Theile negativ und absoln! 
kleiner als Kins. 


- 


>. 

Wir wollen zeigen. dass es ausserdem möglich ist, die Coefficienten 
der Functionen F,,-(X) so zu bestimmen, dass für jede der zu. xr= x ge- 
hörigen determinirenden Fundamentalgleichungen sowohl der Differentialglei- 
chung (B.) als ihrer adjungirlen die Wurzeln von einander verschieden und 
in ihrem reellen Theile positiv und grösser als Eins sind. 

In der That ist in der Gleichung (1.) voriger Nummer E' (x) unbe- 
stimmt geblieben. Der Grad dieser ganzen rationalen Function wird dureh 


die Zahl: 


u(o--1)—o 


angegeben. welche für oe >1, «>1 nicht negativ ist. Der Coelficien! 

der höchsten Potenz von x in F,,_n(x) stimmt daher nach Gleichung (1. 

voriger Nummer mit dem Coeffieienten der höchsten Potenz von r in 
( 


pP 


E (x) überein. wenn «—>1. Man kann demnach G,. &,. &. ... © 


beliebig wählen, während nach Gleichung (1.) voriger Nummer 


(}) 





f e OD Pu 
© en E 2 ZEHN 
m \Cu-ı TH | 
re‘ 
Bezeichnel man mil 7,» ra» ».. r,, die Wurzeln der zum singulären Punkte 


a, gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung der Differentialgleichung 
(B.). so ist nach Gleichung (6.) No. 2: 


gr) 


L 
F'(a;) 


ar nn —1 
CF ui 2° uch uf 7799 Ba ner 


X 


also 
a Be 
wo Ir die Summe sämmtlicher Wurzeln der zu den verschiedenen singulären 


Punkten @&, &, ... a, gehörigen determinirenden Fundamentalgleichungen 
der Differentialgleichung (B.) bedeutet. 
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Bezeichnen wir andererseits mit o,. ©, ... o, die Wurzeln der zum 
Punkte 2 = x gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung. so ist nach 


Gleichung (8.) No. 3 


n(n—1) ” 
/‘ \ E 5 
(3.) ı) —B,_|  , Fa 
r 1 
Aus den Gleichungen (2.) und \3.) folgt: 
'4.\ 2 5, i Zr+(o- R. ; Zi = l) 
1 & 
Nun sieht man. ähnlich wie in vor. Nummer, dass die Grössen G..G.....6 
2 Vı \ 


in Gleichung (8.) No. 3 so bestimmt werden können, dass diesen » beliebioe 
von einander verschiedene Werthe o,. ©. ... ©, genügen. Demnach können 
die Grössen 9,, %., ... 0, beliebig gewählt werden, wenn sie nur verschieden 
sind und der Gleichung (4.) genügen. 
Es sei 
5.) o,=1-+hk,, Es u vn 

von der Beschaffenheit, dass, wenn %, der reelle Theil von %, ist. 

6.) p-1>,>V0. 
Ist ferner r irgend eine Wurzel einer zu einem singulären Punkte a sehörieen 
determinirenden Fundamentalgleichung, und setzen wir: 

(T.) r -1-1t, 
so ist nach unserer Voraussetzung in vor. Nummer der reelle Theil z von 


positiv und kleiner als Eins. Nach Gleichung (4.) ist 


, (eo -Drnn—1 R As 
8) ehe) —— — 2 mc, 
Wir bestimmen nun die Grössen f und %A,. As. ... k,., so. dass 
n(n—i) u a n(n—1) 
(9) ate-N)+(e 1) ——— ZSt+ 3%, 0—1 = 11 
er ! - 


Diese Ungleichung ist immer erfüllbar, wenn o >1 ist. Es ergiebt sich 
alsdann auch 
10. Ö), - 1 " R,. 
wo der reelle Theil z, von 4, der Bedingeune senüet 
(6°.) p-1>z,>V0. 
Aus den Ungleichungen (6.) und (6°.) folgt mit Hülfe des Satzes am Schlusse 


der No. 3, dass auch die Wurzeln der zu 2e= x gehörigen delterminirenden 


Journal für Mathematik Bd. LXÄXVI. Heft 3 24 
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Fundamenlalgleichung der zur Gleichung (B.) adjungirten Differentialgleichung 
C.' in ihrem reellen Theile positiv und grösser als Eins sind. 

Wir wollen jedoch im Folgenden »ur voraussetzen, dass für jede der 
beiden zu = = so gehörigen determinirenden Fundamentalgleichungen der Difle- 
entialgleichung (B.) und ihrer adjungirten die Wurzeln untereinander ver- 
schieden sind. 


Ö. 
Für die Differentialgleichung (B.) ist der Ausdruck H, in No. 1 
(sleichung (9*.) 
/ 2. r "ER 1) d° . ä 2 _ 
(1.) H, = 2.1 Y re Ta—iye- „(z).Fiz)‘.2]. 


Es sei y ein Integral der Differentialgleichung (B.), so ist in der Umgebung 
eines singulären Punktes «, dessen zugehörige determinirende Fundamental- 


sleichung die Wurzeln r,, r,, ... r, hat, 


(2.) y = ZSıir—a)t'k,(z), 
| 
wo K,iaz) nach positiven ganzen Potenzen von x —- «a fortschreitende Reihen 
hedeuten (s. meine Abh. B. 66 dieses Journals S. 139 ff). 
Setzt man 


z—.a’ 


wo « von a verschieden, so ist in der Umgebung von a 


BE 


’ RG BR (2 —.a) m 
(3.) re [Fa-nc-n(E). Fiz).z] = (aa Al ” 
wo X,(2) wie K,(x) beschaffen ist. — Andererseits ist: 
4.) ya) = Iılz—aysiteti K(e), 


l 
wo Kk,tr) wie K,(z) beschaffen ist. Aus den Gleichungen (3.) und (4.) folgt: 


e | ö 
>.) = —— Ir (za)? 'w(), 


Gel t 
wo y,ıa) wie K,(x) beschaffen ist. 
Nach den in No. 4 gemachten Voraussetzungen ist demnach AH, für 


a Null, folglich auch nach No. 1 





(6.) lv. AR | = 0 (« von a verschieden). 


z— 4a 
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Setzt man in der Differentialgleichung (C.) & für :r und bezeichnet ein Inte- 
gral dieser Differentialgleichung mit ;. so findet man ebenso. vermittelst des 
„weiten Ausdrucks für H, in Gleichung (5°. No. 1. und mit Rücksicht au 
die Vorausselzungen in No. 4: 


| 2 CE ’ 
7.) | s | = V (‚r von a verschieden.) 
-T a 4a 
5 
Nimmt man in meiner Abhandlung Bd. 75 dieses Journals 8. 177 
3. B2r ... Z,,, die singulären Punkte der Dilferentialgleichung (B.). so zer- 


fällt die «-Ebene durch den Absonderungsschnitt in zwei Gebiete @, und @,. 
wovon @, den Unendlichkeitspunkt enthält. Wir haben daselbst gezeigt. wie 
man innerhalb eines jeden dieser Gebiete gültige Darstellungen der Integrale 
herstellen und den Vebergang aus dem einen Gebiete in das andere voll- 
führen kann. Die singulären Punkte a,. «.. ... a, seien so bezeichnet. dass 
sie beim Fortschreiten längs des Absonderungsschniltes innerhalb @, in de: 
eben angegebenen Reihenfolge auleinander folgen. Wir ziehen innerhalb 4, 
einen beliebigen Querschnitt von x bis «,. welcher weder sich selbst noch 
die Absonderungscurve in einem Punkte ausser «a, schneidet, und selzen fest. 
dass innerhalb @, vorzunehmende Integrationen diesen Querschnitt nich 
überschreiten. 

Für den Fall. dass die Wurzeln der zu = = x gehörigen deter- 
minirenden Fundamentalgleichungen der Dilferentialgleichungen (B.) und € 
in ihrem reellen Theile grösser sind als die posilive Einheit (s. No. 5). so 
ın Folgenden der Punkt x = x als Punkt a, den singulären Punkten ange- 
reiht werden. 

Sind y und 3 respective Integrale der Diflferentialgleichungen B. uns 
(C.). und zwar letzterer, nachdem in derselben die Variable .v mit © ver 


tauscht worden. so ist nach Gleichung (A. 


j C j \ ul [®, Y () 
(1. Y, I. . Uyz. 
OL . L & (a (£ Hr ‚ n 


Bedeutet nunmehr. wie in meiner oben eilirien Abhandlune Bd. 75 8. 213. 
/, den Theil des Absonderungsschniltes zwischen a, und a,,,. derner /, dei 


Querschnitt. und integriren wir die Gleichung (1.) in Bezug auf .ır von «@, bis 


4,,, längs /, und in Bezug auf « von a, bis «a,.,, längs /,. beidemal inner- 
; 24 $ 
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halb @,. so ist. wenn v > u 


Ay 1 Ayy cd) x ix) 
\/ def da - a a —[y £ | 
\ a, \ } HxX) | N} \ 
/ da | E pre \ u 


a-+l 


| 
Q 
Pa 
Der 
- 
Di 
e. \e 
ne 
Wr 
. 
a 

l 

r 
. 

. 

rc 
gpessansuun 
R| 

“rs 
lem 
Ya 

s | 
> 
7 
- 


.. 
2 


. ) 


"aa ‚ST Mi | |, : 
Ei Hera, Si, 


da die Integrationswege von « und x sich nicht schneiden. 
Nach Gleichung (6.) und (7.) voriger Nummer verschwinden die rechten 
Seiten der Gleichungen (2.) und (3.) Man hat daher: 


E : a7 l f !y4ıl . 
(4.) / def da.Uy =0, u>rv, 


"a 


die Integrale in dem oben angegebenen Sinne erstreckt. 

Die Integrale in (4.) können auch ersetzt werden durch Integrale er- 
streckt längs des inneren Randes des der Absonderungsceurve entsprechenden 
Kreises E (s. meine Abh. Bd. 75 8. 203 If.), indem man für x und « die 
'ationalen Substitutionen in «©» macht und für y und 3 die nach Potenzen von 
:» fortschreitenden Reihen substituirt. 


Wir untersuchen jetzt: 


Au (a ,+?2 i 
(3) PER! zo: / def de. Uyz, 


ad 4 N 
u ur! 


die Integrale wieder erstreckt innerhalb @, resp. längs /, und /,,,, oder auch, 
wenn man x und « als rationale Functionen von «@ darstellt, längs den ent- 
sprechenden Abschnitten A, und 4,., des inneren Randes von E. Wenn der 
Punkt == x als a, einzuführen ist. so soll die Integration längs der Seite 
von /, ausgeführt werden, von welcher aus man vom Treffpunkte von /, mit 
dem Absonderungsschnitte längs des letzteren zum Punkte «a, gelangt, . ohne 
vorher einen anderen singulären Punkt passirt zu haben. 

Das Integral P“ hat einen endlichen Werth. Denn es werden zwar 
y und x für die Grenzen der Integrale unendlich. Bezeichnet aber a eine 
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dieser Grenzen, so sind dieselben mit Potenzen resp. (w— a), (e— a)‘, deren 
Exponenten ihren reellen Theilen positiv und kleiner als Eins. multiplieir 

Dasselbe eilt für den sineulären Punkt a 


«a nicht mehr unendlich. 
zwei Punkte resp. von /, und 
Die Umgebung wird. wie immer in 
dass daselbst für die zu @,., ge- 
B 


für r = 
[,;ı„ Welche beide 


Es seien « und b 
der Umgebung von a,,, angehören. 


Abhandlungen, dadurch bestimmt. 


meinen 
Integralen der Differentialgleichungen 


hörieen Fundamentalsvsteme von 
C., die nach Potenzen von z—a, 
Abh. Bd. 66 dieses Journals 


und @—a,,, fortschreitenden Reihen 


S. 122). Es ist alsdanı 


w 


ınyd 
ind 


vültie sind (s. meine 


Vayei I auf? de Uy J def" de Uy: 


dal 9 f "u EEE ; { Pa? : 
/ / def ER Ic: da Uy;, 


« 
[,# 
u a. 


die Integrale auf denselben Wegen erstreckt wie in Gleichung (1. 
Nennen wir @, die durch den Querschnitt /, zerschnittene Fläche @,. 
1.) voriger Nummer innerhalb @, 


his «. wo a und 5 zwei von 


und integriren die Gleichung Bezug auf 


von a bis x, in Bezug auf » von 5 einandeı 


verschiedene singuläre Punkte sind, x und « willkürliche aber von einande: 
verschiedene Werthe bedeuten. und nehmen beide Wege der Integration so. 


ERSTER PR. RL. . z 1 Er ' 
dass sie sich nicht schneiden. 


las: Hülfe der Gleichungen (t 
Bug VI FF Fr (@) %u x 
y./ A: | / 7". Mes | / def del Ux. 
m; SR . ah e eo z 
€ a th 


so erhält man mil 


ınd (7.) No. 6: 


Hiiernach ist 


str “f,4 - ’f,4 a 1 (x) - AFFE R 
. da yda 
/ dar f da Uyz — | 1.f Ri | ” | / m ; 
P ' Er x — ala @a— x 
et ı a .: Ri 


I» 
.—. 


\ u “url url 
' yi ! : Sn x) 0 / du 
u " E 7 de TR 4 
du da Uy; ze —— -/ z 3 
J YS WE 2 — ade’ | zu pi Al, 
4 wer 








u-+?2 P 6b‘ zcdle IN) n a ydı 11) 

"anf daUyz = I. / > —| / ae‘ 
fr ” u? x — ala a «a. — x ° Z 
2: - er l 


Addirt man die Gleichungen (2.) und (4.),. so folgt 


J + 


F (u) "pi E S% ” da 2 or 
(d. Pr.  ; def de Uyz+|y./ 3@T- n | J: Si 


nö , 
4M7 1) 


"url 
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Sind < und 9% zwei Punkte resp. auf /, und /,,,. der erstere zwischen a und 
@,.. der letztere zwischen 5b’ und a,.,. so ist 
, ", ' ! 7 72 ‚ .- ‘ft . 
(6. / def deUys = lim / def de Uy3. 
a "ib | ’ nt “q 
die Integrale längs /, und /,,, erstreckt, wenn S und 9 in a,,, hineinrücken. 
Nun folgt durch Integration der Gleichung (1.) No. 7: 


„rc IE 2 u4 7 
e i ide 1°) b‘ ‚da (x) 
def deuy = |y./ I ie Fr 

/ ft di E J Tal I, c— a 


7 











M .. fd re) f ? («) 
- EN “ je 4 
J as—ı 0 TL a—x’Js ° 
also: 
’ E » en | Be -], m Fr f ydrz 19) 
‚tim def deUyz3 = lim | y, e; — +L ee : Pie 
a’ ’ 7) 
s, ] 
” 3da E. Fe yda | 
U. m a - 
2 a ae ED er 


Aus den Gleichungen (5.). (6.). (8.) folgt: 


/ \ “ ı de er Bi; > ud.r - (e)) 
9) 9 PW _ im} y. J SI) 4 TE J u. |, 


9. 


Es sei 9,1, 9» -.. 7, das zum Punkte .» = x gehörige Fundamenlal- 
system von Integralen der Differentialgleichung |B.), dessen Entwickelung ich 


in meiner Arbeit dieses Journal Bd. 75. S. 2051. innerhalb @, gegeben habe: 


Se Se 2. 0, das entsprechende Fundamenlalsystem von Intogralen der Dilfe- 
rentialgleichung (C.). derart dass „7, und _, Adjungirle Integrale darstellen. 
Ferner bedeule »,,,. Mu» ++: An. das zum singulären Funkte Murı eehörige 
Fundamenlalsvstem von Integralen der Dilferentialgleichung (B.). I.» Zus: =, 
das zu demselben singulären Punkte gehörige Fundamentalsystem von In- 
teeralen der Diflerentialgleichung (C.). (Ueber die Definition dieser Integrale 
s, meine Arbeiten Bd. 66. S. 139 u. Bd. 68. S. 364). — Man hat alsdann 


die Gleichungen: 
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In meiner Abhandlung Bd. 75. S. 210. habe ich gezeigl. wie die Grössen 
b... €, zu berechnen sind. 
Setzt man in Gleichung 9.) voriger Nummer y ==, und 3 3,. Wo 


‘ 


, aus £, durch Vertauschung von «@ mit .w erhalten wird. und bezeichnet mil 


;. die aus [,, durch Vertauschung von x mit « hervorgehende Function. 


un 


so folet: 


/ u? l a e r 
we = / def da Un;z 
. u dl 1 
F \ 4 4 
E 4 u \ » as de (\) A: f dr ( \ 
lim I. 8; b,. Ch | I | | | / TE 
l I ri « L “ - « (X Mn / 


4 
für = 0, 9 =0,4- 
Die Grössen e lassen sich durch die Grössen b vermitlelst eines Systems 


oezelol werden soll. 


- _ 


linearer Gleichungen berechnen. wie nunmehr 


10. 

Es sei « einer der singulären Punkte @,. &» ... : fi» fi» -.. f, das 
ihm zugehörige Fundamentalsystem von Integralen der Dillerentialeleichung (B.). 
Yı» Par»: 9. das zu demselben singulären Punkte gehörige Fundamentalsystem 
von Integralen der Differentialgleichung (C.). derart, dass /, und g, adjuneirte 
Integrale bedeuten, endlich seien r,,. %, ... 7, resp. die Exponenlen, zu 
welchen fi, fa» ... f, gehören. Es ist alsdann (s. meine Abh. Bd. 66. S. 13911.). 
in der Umgebung von a 

1.) £& = (#2 -a).g,(8) 

und nach dem Satze am Schlusse der No. 2 


£E,) Ga (za) 


“.wi2) 
wo g,(x) und w,(r) nach positiven ganzen Potenzen von v — «a fortschreitende 
Reihen und ,(a), sowie v',(a) von Null verschieden sind. 


Setzt man 

2) Ing) = ZıH,, 
fa» 96) : : 

so ist nach Gleichung {5°.) No. 1 


1 a A 
3.) H, = > AG rm .) _—_ F 


() ; . dx“ r 


x)F(x).g,]. 


In -/)(o—1) 


Aus den Gleichungen (1.) und (1“.) folgt, dass in der Umgebung von «a: 


(/—c—1) 28 dan } . J c4 l Br 
| f = (2-0). .p,(X), 
d' ER. 
— ie f » pe \” 7 PN > l 2 ß. \ vy ie 
dat [Fu yon). Fir) Hi = \T—G, WE). 
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wo g,(x) und y,(x) nach positiven ganzen Potenzen von x —a fortschreitende 
Reihen bedeuten. Demnach hat H;, die Form: 

(4) EM = (z-a)."".X,(z). 
wo A,(x) eine nach positiven ganzen Potenzen von x—a fortschreitende Reihe 


ist. Demnach ist in der Umgebung von a auch: 


ze \ 


(9.) am > r—a).ıs,.X rc 
wo A(z) eine wie A,(x) beschaflene Reihe ist. 

Nun ist nach No. 1 die linke Seite der Gleichung (5.) eine von 
unabhängige Grösse. Dieselbe hat einen endlichen Werth, weil der Werth 
von |fi, 9] für von den singulären Punkten verschiedene Werthe von x 
endlich ist. 

Für ab ist nach den Voraussetzungen der No. 4 r, von r, ver- 
schieden. es müssen daher die sämmtlichen Coeffieienten der Reihe X'r 
verschwinden. d.h. es ist 

(6) - Sale 0 für ab. 


Ist dagegen a=b. d.h. r,=r,. so müssen alle Coefficienten der Reihe X r 


u 
bis aul den ersten verschwinden, und man erhält 
nm \ 7] . % , \ 
(6.) If» ge — A @). 
Nun aber ist 





X(a) = ZıÄX;,(a 
| 
und für a=b 
i—1 » . » 7 
7 \ f , \ 7 / Ir ) en "ııfı } .. r,—)-1 
X;(a) = y.la)w,(a)Fa-yw-nla): F Jura arg: ray 
oder 
R \ \ / \ Y / E77 r d \ 
X;,(a) = y,la)yw.(a)Fa-na-n (a). F ia —[ra(t 1)...(n,—2+1 
Q 
demnach 
r \ N Ba d h) / v 3 R 
X(a) = g,(0) Wa) SrFaung-n(a)-F (ayr,ir,—1)...(r,—4-+1 
a 


Bezeichnen wir die linke Seite der zu a gehörigen determinirenden Fun- 
damentalgleichung der Differentialgleichung (B.). Gleichung (D.). mit Dir 
und ihre Ableitung nach r mit D’(r), so folgt: 

X(a) = y,(a)w,(a).Dr,). 
Es ist demnach 


is 9] = Yala) wa) D'(r,). 
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Da nach den Voraussetzungen der No. 4 die Gleichung (D.) keine gleichen 
Wurzeln hat, so ist D’(r,) von Null verschieden. Demnach ist der Ausdruck 
in Gleichung (7.) ebenfalls von Null verschieden. Wir bestimmen die will- 
kürlichen constanten Factoren von f, und q, so. dass 

(8.)  g,la)w,(a).D'(r,) 5; 
alsdann ist: 


(H.) fa, 9.| Bi 
11. 


Für die zum Punkte er = x gehörige determinirende Fundamentalglei- 
chung der Differentialgleichung (B.), Gleichung (8.),. No. 3, ist nach No. 5 
nur vorausgeseizti, dass die Wurzeln derselben unter einander verschieden 
sind. Es ist hiernach nicht ausgeschlossen, dass sich zwei derselben nur um 
sanze Zahlen von einander unterscheiden, also die Integrale 7. %5. -.. 7, 
der No. 9 in ihren für die Umgebung von x = x gülligen Entwickelungen Lo- 
garithmen enthalten (s. meine Abh. Bd. 66, 8. 157, Bd. 65, S. 364). Es 
seien 6), Os, ... 6, die Wurzeln der Gleichung (8.) No. 3. und es gehöre 
„. zur Wurzel o, als Exponenten, so gehört nach dem Salze am Schlusse 
der No. 3 das Element [, des adjungirtlen Fundamentalsystems in No. 9 zum 
ixponenten p-+1—0,,. und man hat in der Umgebung von 2 x 

\’a Ber 


\ m 


es | \? l- O4 
I — (—) ‚H.(e). 


I 


(1.) 


wo @,(z) und H,(@) wie F beschaffene Functionen sind (s. meine Abh. 
Bd. 66. S. 155). 
Wie in voriger Nummer ergiebt sich: 


(G—t—) Gr N (N 
( } 
a ae 4.2 a 


d? r 
da? - \ 


Ör 


RER E PR 1 um ne ET 


wo G,(x) und H,(x) wie F beschaflene Funclionen bedeuten, und es ergieh! 
sich wie dort: 
; | Na _, 
> oe ia 
(©.) [7.; hb| rn \ 7 ) A E PR 


wo K(x) ebenfalls eine wie F beschaffene Function ist. Wie dort folgi 
auch. dass der Ausdruck linker Hand in dieser Gleichung einer nicht unend- 


lichen Constanten gleich ist. 
Journal für Mathematik Bd. LXAVI. Heft 3 
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Ist daher a->b, also o, und o, von einander verschieden, so muss 
K’(x) identisch verschwinden, demnach 
a.) In,S5T= & ab. 
Für a=b setzen wir: 
Ad). Muh, in... 6 


und werden zeigen, dass e, von Null verschieden ist. 


12. 


Nach No. 9 Gleichung (1.) ist: 


n 
m. >= Sid Miu; 


(1.) ei. 
ss =: Coi iu 
Hieraus folgt: 
n 
Nas C] == ZibiCh [Mus Grul- 


Mit Rücksicht auf die Gleichungen (G.), (H.) und die Gleichungen (3.) und 
(4.) voriger Nummer ergiebt sich hieraus: 


n 07 2, MD 
Sb. — 0 nn 
r abi 9 h — 2 5 2, u N, , 


(2.) 


\ 
[zıb.e, = 6, En ei 


Gresetzt, dass für irgend einen Werth von a, a=r, e,=Ü wäre, so hälte 
man die Gleichungen: 


n 
1 


Dieselben repräsentiren » lineare Gleichungen mit den x» Unbekannten Öb,,, 
Da» ==» D,n. Die Determinante derselben 


Cu C2 ee. Em 








C.ı C.2 . u ,® Cu! 


kann nicht verschwinden, weil &,, &, ... £, ein Fundamentalsystem ist und 
daher {u eine wohlbestimmte lineare homogene Function mit constanten Coefli- 
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cienten von {> &s ».- £, ist (s. meine Abh. Bd. 66, S. 125). Es müssten 
demnach b,,, db,» ... b,, Null sein, folglich auch », identisch verschwinden. 
was gegen unsere Voraussetzung ist. 

Da hiermit erwiesen ist, dass die sämmtlichen Grössen e, von Null 
verschieden sind, so kann man die in »,, {, enthaltenen willkürlichen Factoren 
so bestimmen, dass 


o.) el 
wird. | 
Die »° Gleichungen: 
©. u o=1. u wa u 
(J.) Er al rs 
Zidula 2 1: 1; ei 


gestalten die Grössen e durch die Grössen 5b auszudrücken. da die Deter- 


minante: 
mi ie 


h b;; oo... b», 


Bi Meise Me 





nicht verschwindet, weil die Integraie », ein Fundamentalsysten bilden und 
demgemäss die Integrale »,,, wohlbestimmte lineare homogene Functionen mi! 


constanten Coefficienten von 27, 23. «+. 7. Sind. 


13. 
Um den Ausdruck für P\/’ aus Gleichung (F.) weiter zu berechnen, 


bezeichnen wir zur Abkürzung «,,, mit a, und irgend zwei Elemente der 


uU 


beiden Systeme >, C,, mit y, 2, So wie mit 3 die aus z durch Ver- 


f u» 


(auschung von :r mit & hervorgehende Funclion, endlich mit », und —n,—1 die 
Exponenten, zu welchen resp. y und s gehören. Man kann alsdann in der 
Umgebung von a selzen: 


5 Ba fu.(2-a)" +l2-a)" 'o(x), 


1) 


; = 9.(e-a) "+ (a-a)" pla), 
wo p(x) und w(e) nach ganzen positiven Potenzen resp. von z—a und 0—-« 


fortschreitende Reihen und f,. 9, Constanten bedeuten. Es ist alsdann 


e  . 1 N) R ng 
(’ .) Iv./ u fe» Qu-A + fo- DB +g,.C Bü D, 





c—0u 


*) a) r 


u R 
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wo 





Ei; = (0 4) \-1,—1l (x) 
A = aa)", / EL — de |. . 











Be a —G 
3 
» _ fra [r@-a rule) „7% 
B= (T—4)', — do ce 4 
3 
\ ber a (x) 
y . \r,+1 y \ G— A e 
Er ira) Q\E), / $ de s 
i ” u XL - -& S 
3 
, \r..3 1 \ b a) eo WW .«) Pr 
D = |(r-a)"y(z), — ae 
A zT —( 5 


Setzen wir nun 


ab / \—r,—1l (x) " 
B—aTtTr 
/ \ ae \zı P ME. eu. RE = 3 u 
3.) E a . ge da ’ -—. By H; r, 
I i 


wo 5 und y |... ganze Zahlen oder Null bedeuten, so folgt aus No. 1 


y- 


Gleichung (5.) und (5°.), und Gleichung (3.) No. 2: 


| HL 
\ Ä 


1812.00) SET go de e 
N" E1.2...(4-a- a de 7a (Fa-ne-n@)-F( z)a-a A). 


Nun ist 


dl? r Y / \ yr ri 2 N \ ) 
/m» \Af wa \,+9 er fi \+ fh t/4=a EN 
dr“ [Ga (, F T) (X d I Ä ] — (X un ad 1 R ( LE, . 


wo G'(x) eine ganze rationale Function von x bedeutet. Ferner ist: 


i b (a ——_na\r1+Y ’h' c c ) 3—a 
(a—0)": $—-a+ae—u) . 2% 
_ 1\4° > Re A — (la = | u on-l4+y Ar 
a f Fa Ye d 0 (a—d, de 


\> 
27 1a 
@a— IE ae 
- / 14 ea] (a— a) "7 de, 
— & \ / 
4 > 


Daher ist, weil —r,—1 in seinem reellen Theile > —1 ist, 











J 


"(a — > 


(& 4 ara 
u =” 





(a) 
3 


da für@ = a 


für keinen Werth von 9 unendlich. 
Ist nın # >> 0, so ist r,+/P in seinem reellen Theile positiv, folglich 





her ei ee 
in 9 S: (@a— a): Y & a 
E— a) rPrima — —) für S=a. 
\ 4 (& /} ud‘ | 
4 - 2 





Ist „>60, so ist 


hr f stinkt Lv En r RO EEE 
r (e — ay:14 u 6 (e — a)ı!tr 
RT a / — da = / (142 ) ._ — de 
> - u Ca a )*7 a " & ER & 8 — & 


J 




















u 








ef riet 
Ze ı 3 l ra a d / BL. 6 
(Fa)? vi ———da=0 für 5S=a. 
j . —& 


Demnach ist 


- 


% 


BE =0 me 5=a, wenn «>00 oder 0 


A 


und folglich: 
hr \-r.,—1+‘ (x) 
2 Las @ — u) i | a | 
(5.) Jim |(-- a)y'?, / —o de | —0 für S=a a>O oder 2 >0 
B; zog ah; 
Aus dieser Gleichung ergiebt sich, dass für <= a 
3=0, C=0, D=0, 


also: 


hr 5) l (x) 7 —r—1 x) 
ur \ . da & dl 
K. ) lim I: m / Dur en U. lim | A . ri / w Per " de 
\ Y» 2 — 0. / I \ ER 2—a 


- 


4 N; 


Setzt man wieder 


her —)} l (x) ! 
Ze «& d 
ea - Zur 
I.) . ‚)„ i ’ 
\ \ Tr —ca 1 u a 


3 
und 
N . y Y, | v . / 7 / j vr 
‚4. Ga „(e).Fix) - G.. Do ny\@ F(a)(z-a) +(2-a G \®). 


vrtry o ’ . m m 
wo @ (x) eine ganze rationale Function von x bedeutet, so ist: 
8. H® = H®"+HN, 


Wo 


de | "(a-a 
(+) [ i-l1fı FEN DW / 4 nf z 0/3 RE ) i-a 2 
wo I)" G_.n-nla).Fla)‘. Errır?).at(h-a- 1)(z-a / ee 


I-@ )" 

/ J 

\ . ER -i. ec di la-ay 

H® - (-1)'3,(3-a-1)!—-[@'(z)\(2-a)"***" f ur pr de, 

/ \ J Rn \ F dx? L \ AN , j er za sa ? 
indem wir, wie es vielfach geschieht, zur Abkürzung: 

i it —1)...(ett—m-+1) 
I... men! - of 
nt. 

setzen. 


Nun ist wie oben zu ersehen. dass 
HP=-0 er z=a, 


und es folgt: 


Br ' 4 (a — a u a u = 
L) Iml(@z-a)", en lee im 3, HH" für z=a. 


9 


u; 1 
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linearen Differentialgleichungen. 


Hieraus ist ersichtlich, dass zur Berechnung des Grenzwerthes auf der linken 
Seite der Gleichung (K.) oder (L.) an Stelle der Differentialgleichung (C. 
die einfachere a 






















\ \ \ / \ d’z 
\ C'.) S,@, Kae _) a, \F'( a)" (T— a ‚@ nn: Me () 


sa Grunde zu legen ist. 


Ebenso ergiebt sich 


Pe % en j‘ ı) » 2 (x iz ayı f . (@) 
\ zZ > er he - » f \_ 1 
\ Ih .) lim | 7 5], ee fu. 9, lim , ne @—4) . J, ” 


und dass bei der Berechnung des Grenzwertihes rechterhand wiederum an» 
Stelle der Differentialgleichung (C.) die Differentialgleichung (C'.) zu Grunde 
sa legen ist. 


14. 


Da an die Stelle der Gleichung (C.) die Gleichung (C’.) getreten ist, 


J 


so tritt an die Steile der zu (C.) m... (B.) die folgende: 


Zu z y „a: 
(B.) 3&,Fa-90-n(a)F(a)’.(z a)‘ ı=o0. 


dı“ 
Es ist leicht zu sen dass (C’.) und > einander adjungirte Diflferential- 
oleichungen sind. 
In diesem Falle wird die Function U in No. 1 Gleichung (6°) Nail, und 
es ist nach Gleichung (A.): 


nz Pr f Een: — lo 1 x) 5 5 » rn («) 
( (@a— a): ) C (a ay"ı b ö { 
\ \r, J J / Me | 
E al ca)", | -—| -, (a —a)”" | — 0. 
ox —0 ca e —XT z R 


Inteerirt man diese Gleichung in Beziehung auf x von a’ bis S und in Be- 
ziehung auf @ von % bis b’, indem man die in No. 8 fixirten Integrations- 


wege beibehält,. so folgt: 


| "ka — a)"Tde N) [ fc ande |  . 
u / , » w ; Rue.’ 5 
- eu u JS ” «dd 2 
4 “ "(a — a) Ida 9 [ fa -a)ndz , I, 
= I(2-e)", Fre 1.4 ie ‚(e—-a)" 
| 4 “ u Ja‘ Ga — ct 4 


’ ‚# 
ıJ da 

















Nach den Gleichungen (K.) und (K’.) ist: 


. A ode 19 TFT Sf: ydz (“)) 
ing = m / FE HS N 
“ " Et — 0J: Z a 2 , 
4 


d 
[2 


ö RW ” (a— a)! iv) "(2 — a)" (@)) 
— f\q,lim | T—-6)' / Sat BE +[ / _— dr. f@—a)” 2 A 
vo IL\ 9) Page: j: 1 # u” dx, @-@) 4 


\ W 


(3.) 
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Demnach ist nach Gleichung (2.): 


/ ri i e \ ’ 7,4 (a a nn 1 (x) 
hl - fgolim || (2a ’ /[ E - @ I, 


/ 


/ \ 
(4.) ‚ \r 
s(T— a)! 


/ \ . rc 
| + [/ — (de, (@—a)” 
h dd 


@—ıc 
Setzt man daher: 
f \i-1fı a‘ Wr, 23-1 Ar a\n/ Li ai (a (l) y 
I MN; (—1 ) Gn-2%o-1) a).F a PL -A-1)iir,r4), 0a -a ö Fr de 
day ee Ä MT ODERNERBETER Du} , 0% [(a-a 
M;--1)"G ._»0-n(a).F (a) (r+4-a-1),_,,(A-a-1)\b’-a)":*°/ (z-a 
( \ Ro \ , \ u / . - O0” 44 I 


fr a=b, 


so ist nach No. 1 Gleichung (5“.) 


(M.) 


lim g'’ 


l er} 
15. 
Durch Reduction erhält man 
re. A Ha) ' 
% _ ? FRE ODER ad JF dt a 1)" aa de : D) | . pi 


P ' 
ı 
n4 a 
{ } { 


/ l abe —] 
@—d 
17 al, h Ä l ’ N 1} * Y } 
| E G u »@-n\@)-F dl 1 a —& Br D (N, m | ' ar 
\ s = d L dl Ce 
wo 
u 
. _. ' 
4) ii. S,(h- 9) —o),(r +4), lo —N)!. 
jv—l a (r y 
Br ee Be 
0) (U --S),.V’ 
und 
| Zeil (hr N r,4y—1 
/ Y all fi 7 ee . ! v8 (dl) 
M, = —- Ga-nc-n (a) F (a) (1) (a —-ay"t! 3, A, ——  — 
" ‘ 1 a—b' 
(N’,) 


H ) x 
a' 


FRE ce cv ag — a) 
| + G@a-96-n (a) F Ca)’ (1) (b’- a) 3,8,.(r),f de, 


wo 

A ,v—l Be i 
3, +0), (n+4—u—g—1), 
0 


(3) 8, 


(Aug —1)!, 


Jv—l 


= 28 


(r, —V); 





(4.) 


0) er (v + $)s.V 
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Es sei 
(1.) MN, 


so folgt aus Gleichung (2.) vor. Nummer 


j-l 


(2) IF; Ze ; B(r,) r 


/ m) > S - 


r 


Setzt man hierin für B, seinen Werth aus Gleichune (1.) vor. Nummer. so ist: 
le) \ 


31 
(3.) F; _— Sin +A),.E, 
Wo 
f ' 2—t—1 
(4.) 7 - (.—f-1)! a. | Li). 


Nach einer bekannten Eigenschaft der Binomialcoefficienten folgt hieraus 


(9.) , = (nl) (nr +2)... +ı—f-1). 
tolelich ist 
i—1 i e ; 
3, = Sılnr+l)(n+2)...(n+4—-f-1(n +)(n+i—1)...(n +i—E+1), 
oder wenn man 
if —J 
seizi 
- 4 
6.) F Sır, +1) (n+2)...(n +/-I)ir, +)(n +i—1 r, +/+1 
i 
Seizi man 
(% P(r, = (r+1l)(r+2) ri) 


so folgt aus Gleichung (6): 
8.) Fa (nt+7+D49+P;fer;). 
Das Integral dieser Differenzengleichung ist: 


’ C.(r,—r.)Pı(r,J—P;(r 
(9ı\ Mi SIT 





wo U von 4 unabhängig. Da aber nach Gleichung (6.) 9, eine ganze ratio- 


nale Function von r, und v, ist. so ergiebt sich: 


Daher erhält man: 
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Setzt man ebenso: 
(3%.) (A.r). 7. 


so ist nach Gleichung (4.) voriger Nummer: 


ji—I 


Ba) Be 28), 
und ergiebt sich wie vorhin: 


A 


(13.) I —_ Lt j A 1) 


Demnach ist: 
(14. ) F F 


Seizi man 
vr, (ru r 
(1.) hin 
u = @,(r,), 
so folgt: 


‘ B_ os : : ne 
(2.) v7 bt rn) fra) Yf \T,). 


Setzt man in dieser Gleichung: 


so folgi: 
Br eher. 
Aus den Gleichungen (2.) und (3.) ergiebt sich: 


„+1... . 
#4). Kultur) = -——, lb) fir, r)]. 
Es sei ferner: 


| ru = kl) 


(9.) 
93 = p,(r), 
so folgt: 
(6.) nf alu) hir) = —-Y,(r). 
Setzt man 
r, v, 
so folgt: 
(.) g,(n) f,(v, r:) 
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und demnach: 





d. Brlfnn) = — If (kr rn), r: 


Es sei nunmehr fir) eine beliebige ganze rationale Function von r, f’(r) ihr: 


\bleitung, und man selze: 
9) Um — Fersn). 
Ist 4 eine beliebige ganze Zahl, so ergiebt sich 


(10.) fir) -— fik)+(r -k)f(k) i (r—k) wer). 


wo (ir) eine ganze rationale Function von r bedeutet. Man erhält: 


(» je 7 Ir | fy I - ‘ p » \2.4 ge 
y u, ” F, f n N (7 m Dir, Pe Pr. © hi 1, / 
r—r 
also: 
BD l ? 7 - F / h (r. h; id gr 1,“ 7 vi? 
5 ’ k Fr; } 
| ) I / / FF k. r, 7 kııWbir . Kir 
1 rw; — ——— En — .. 
r ı ur N, 


Demnach ist: 


Fir ,r,)— Flr,h F(r,r,)—F(k,r,) 





Haben nun f,(r.r,) und f,(r,. r,) für irgend einen Werth von v die Form 
der Function F(r,.r,) (Gleichung (9.)), so folgt aus den Gleichungen: (4 
(8.1. (12.). (193.). dass sie für jeden Werth von v dieselbe Form haben. Sind 
die Funetionen f,(r» rn), f,(rı, r,) gleichzeitig für jenen Werth von v identisch, 
so sind sie nach den Gleichungen (4.). (8.). (14.) für jeden Werth von ı 
identisch. 

Nun haben nach den Gleichungen (10.) und (13.) voriger Nummei 
(rar). fhlr. rn.) die Form der Function F(r,, r;) (Gleichung (9.)), und sie 
sind nach Gleiehung (14.) voriger Nummer identisch. 

Demnach ist für jeden Werth von v 


(O.) ee 


IS. 


Aus den Gleichungen (N.). (N’.). (O.) und den Gleichungen: (10.), (13.). 
(14.) der No. 16 folgt: 
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P: N", P; (r | 


Y r 1 Ku [64 d ! ({ | 
| . \ dA) f = r — do | l; (l) / ir Ak 
Bezeichnen wir mit E(r) die linke Seite der zu a eehöriveen determinirenden 
Fundamentalegleichung der Differentialgleichung (C.). so ist: 


(2.) Eir) (i, _n\@) 2;G, 2) (a ‚Far r—1)...( / | 


3.) E(-r, -1)=0. a E; 


y 
Ir} 


Ws 


©, 
venn re 5% ... r, die Wurzeln der zum sineulären Punkte a »ehörisen 
) ) Di 


delerminirenden Fundamentaleleichune der Differentialeleiehune (B.) bedeuten 


Ferner ist: 


Ö 


(4.) E(-n,-1) = @,.-nla) -—F, (1), @,-Acn(a).F(a).P;( 


Ist daher 7, von r, verschieden. und selzt man in dieser Gleichung füı 
successive 1 und 2. und dividirt die Differenz der beiden entstandenen 


Gleichungen durch r,—r.. so folgt aus Gleichung (3. 


- ER v vr P; 2 P; 
).) BANN none) Fila)‘. — 0 
1 | F,* 


Es ergiebt sich demnach aus der Gleichung (M.) und den Gleichungen (1. 
und (9.): 


A img" 0 (r, von r, verschieden). 


wo Er, die Ableitune von Kir) bedeutet, Bezeichnet man wie in No. 10 


mit Dir) die linke Seite der Gleichune (D.). so folet aus No. 2. dass 
7) Ei-n-N = (AYy7.Der,). 


und es eroeben die Gleichunger (1.\. (A). (6.). (7) und die Glei- 


._ 


chung (M.): 


2 { ı- ! ! T, n . = l 
lim g'*) = (-1)""f 9, Dr) \(a-a) j; nee - da + (b’-a) / - dee. 
> . => « ) 


oder wenn man in Uebereinstimmung mit Gleichung (5.) No. 10 die will- 


> 5 
zO 


6) 
J 
- 
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kürlichen Grössen fi. 9, so bestimmt, dass 


. 5; 
fi gu. D (1) — 1, 
b'r j, PER DENN, | Da fi \7 
i m ‚ 3 ER a — a 1 n (z— a): \ 
0.) img = (-1)"" (ad —a)" f - ar de+'b'—a) f a Me) 


v—eo b—xr 








a' 


19. 


In der Gleichung (Q.) ist gemäss No. 13 a für a,,, geseizt. Nach 
den in No. 8 und 14 gemachten Festsetzungen sind die Integrale in derselben 
Gleichung innerhalb @,, das erstere längs /,,,, das letztere längs /, zu er- 
strecken. Der Integrationsweg des ersteren führt also nicht durch a’, der des 
letzteren nicht durch 5b’, die Integrale haben demnach endliche Werthe. Diese 
Werthe bleiben ungeändert, wenn man für die genannten Integrationswege 
beliebige andere substituirt, die mit den ersteren Flächen einschliessen. welche 
resp. @« und 5’ nicht enthalten. 

Substituirt man im ersten Integrale: 


5 ae—a = (a—a)u, 
so ıst 
b'=a 
‚9Q\ a „ıf  (e— a)! e—ay-n—I 
(2.) ‚aa ——— = —— du. 
< d—U « Rt 
a 0 
Substituirt man im zweiten Integrale 
. b'— a 
3.) ca = ——., 
ö u 
so ergiebt sich 
’ a(r— a)" ee u ne 
4, } \ b Ba a nf = a — dx — / u zu du. 
| | b'— x — 
af b’—A 


Von den Integrationswegen der Integrale in « führt keiner durch den Punkt 


= 1 hindureh. Es ist daher 


64 No) —| 'af » k , L ud —| 
® u (@e— a)” din u (2 — a)" u 
>. a«— a) / —— — — da-+(b’—a) f —— —- dr: / ——— du, 
ra ad — a , b'’—x J I— u 


a' ) 





wo in dem Äntegrale rechterhand der Integralionsweg ebenfalls den Punkt 
«= 1 vermeidet. 

Für reelle Werihe von r, ist der Werth des Integrals auf der rechten 
Seite der Gleichung (5.) bekannt. Wendet man das bekannie Cauchysche 


\ 


Verfahren auf den vorliegenden allgemeinen Fall an, so erhält man zwar den 
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Werth des Integrals, es macht jedoch die Bestimmung einer Potenz von ı 
einige Schwierigkeiten, die im Resultat als Factor auftritt. Deshalb ziehen 
wir es vor, eine direcle Berechnung der Summe auf der rechten Seite der 
Gleichung (@.) eintreten zu lassen: 

Da für den Werth dieser Summe die Wahl der Werthe « und »b’ 
gleichgültig ist, dieselbe auch von vorn herein (s. No. $) willkürlich war. 
so mögen die Punkte « und b’ von a gleichen Abstand haben. Es lassen 
alsdann 

! 1 


— und 
a — a b'—xı 


Entwickelungen resp. nach positiven ganzen Polenzen von @—a und za zu. 


b’-—a 


! 


welche resp. für «=b und za güllig sind, weil zwar den Modul 


dl 4 
Eins aber ein von Null verschiedenes Argument hat. Setzt man diese Ent- 


wickelungen in die Integrale auf der rechten Seite der Gleichung (Q.). so folet: 


eb", N\—n,—1 f ' AN ‘ 
6 vi a ade ; i \@ “) de x | b (! se | | 
\ B \ J .. a x 5 u \ \ (s’ i 7 3 > r R - 
dl 
a ( m \7 / f ’ ( l 
w\ ‚Qt u \T—d4) a a— UN ) | 
7.) (b'-a) f rn = 215 eo 
er | a b'— x | (5 a/ r ta +1 
Selzt man in der lelzteren Gleichung 
at1l= —b, 
so folgt 
m “(2 —a)"  b’—- an? ) 
ge‘ ba f — ——— de 3, | ) | 
' b'—- x ae Q: r b 
Aus den Gleichungen (6.) und (7‘.) folgt 
x | 
(8.) img“ un Suede ul -; 


wenn man 
I’ dl 


setzt. 
Bildet man von der Summe die Ableitung nach ®, so ergiebt sich 


BERND. 0 


a—i nn 


wie es sein muss, da der Werth ling‘ von ® unabhängig sein muss. Man 


( 


kann daher für ® einen beliebigen Werth e” setzen. wo 7 eine reelle po- 


sitive Grösse ist. 
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so ergiebt sich 


3.) Iimgq Peru TE 
’ ur _ { 
Nun ist bekanntlich: 
71 S rn 1 
10. _ ee - 2. 
ä SIULFTr., a ü 
daher 
hr: ee 
| / ' sinzr 


Jetzt sind wir im Stande, den Werth der rechien Seite der Gleichung 
F.) anzugeben. 

Sind nämlich Ti, 73, ... 7, die Wurzeln der zum singulären Punkt: 
d,., gehörige determinirenden Fundamentalgleichung der Differentialgleichun: 
(B.),. und bezeichnet man die linke Seite dieser Gleichung mit D(r). ihre Ab- 
leitung nach r mit D’{r). und belässt ı,, 31, Di» Cu ihre in No. 9 fixirte Be- 
deutung, und bestimmt endlich die willkärlichen Coefficienten fy. 9 resp. von 


\7 —r.—l 


r—a)e in n,,. und von (e—a)": in! in Üebereinstimmung mit Glei- 


Jul 


chung 8.) No. 10, so dass 


11.) fu Dir) = 1. 


4’ 


so ergeben die Gleichungen (P.) und ({R.): 


u u | "Ay 9 ! } e Ir gt 
S. / def laUnz = (I). Zub. — 
; z a : 1 ”  smrsr, 


u ae l 


Mit dieser Gleichung stellen wir die Gleichung (4.) No. 7 zusammen: 
gt ("u 1 a 1 r 
l. / def "Weln... = 0 u>v. 


In Bezug auf das Integral (S.) gilt dasselbe, was am Schluss der Nummer (7 


in Betreff des Integrals T bemerkt wurde. 


20. 

Die in No. 4 gemachten Einschränkungen für den Werthbereich de: 
Wurzeln der zu den verschiedenen singulären Punkten gehörigen determi- 
nirenden Fundamenlalgleichungen haben im Wesentlichen den Zweck. dass 
die Integrale (S.) und (T.) endliche Werthe annehmen. 


Letzteres ist nämlich im Allgemeinen nur dann der Fall. wenn > 


In? 





‚ 4 > =; » IE. =. 7 sy. Pr f} H s y , } 4 7 y - 
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für jeden der in den Integralionsgrenzen auftretenden singulären Punkte «a. 


resp. mit 2—a und @—a, multiplieirt nicht unendlich werden. Da sich nun 


. 1] “ ,* I . “ ! f 
‚ 3, als lineare homogene Functionen der zu « gehörigen Fundamentlalsvsteme 
resp. der Differentialgleichungen (B.) und (C. lelzterer nach Vertauschune 


] 


von z mit « — darstel) 


en lassen. so eretebt sich. dass im Alleemeinen auch 
die reellen Theile der Exponenten, zu welchen die Elemente sowohl des 
einen als des anderen dieser Fundamentalsysieme gehören, grösser als die 
negative Einheit sein müssen. Letztere Bedineune ist aber ihrerseits nach 
dem Satze am Schlusse der No. 2 im Alleemeinen nur dann erfüllt, wenn 
die Bestimmungen der No. 4 über diese Exponenten statthaben. 

In besonderen Fällen jedoch kann es sich ereienen, dass die reellen 
Theile der Wurzeln der zu den einzelnen sinseulären Punkien eehörieen deter- 
minirenden Fundamentalgleichungen sowohl der Dilferentialgleichung (B.) al: 


ge I» , 


der adjungirten (C.) grösser als die negative Einheit sind. ohne dass die Be- 


stimmunsen der No. 4 erfüllt sind. 


. . f , m ı® 1 . 
Es seien z. b. in der Differentialgleichung 


(1.) GiE)YTrYı\T y (2) y ++ top (z)y U 
lin (' [fi sn In > z { en / > mar r N nt“ nal N L'., Je ıY i 
ule O8 Icıenten f L). y \« . ... (4 ! Sanze rauıonalt ‚UNECLIONEN. und 
zwar sei 


vom Grade ph. 


m 
Se 
— 


Die Wurzeln der Gleichuns 


3.) d Ey U 


dis (bs ».. A,., seien alle von einander verschieden. Ist a eine derselben, 
also ein sineulärer Punkt der Differentialeleiehuns (1.). so ist die zu ihm voe- 


höriee determinirende Fundamen!laleleichune derselben: 


8) gla)rir—1)...(r—n+1)+ 9,1 lair(r—1)...(r—n+2 0 


(s. meine Abh. Bd. 66 S. 147). 


Die Wurzeln derselben sind: 


_— 
= 
we 


(4.\ ee 1 3 N —2 


ıntet: 


—n 
m. 


Die zur Differentialgleichung (1.) adjungirte Differentialeleichung 
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Ordnet man dieselbe nach den Ableitungen von z, so ergiebt sich: 
9.) ma). + pl). 24 +W(e).2” = (0, 
wo le), lm)... Y,(e) ebenfalls ganze rationale Functionen von x sind, 
und zwar im Allgemeinen 
w,(x) vom Grade p-+Ä4, 
insbesondere 
(6.) v,(z)=(-N”"g,(e), 9-12) =(-N""[p.-(2) -nyp,(e)], 

wo g,(x) die Ableitung von Y,(x) bedeutet. 

Die zum singulären Punkt a gehörige determinirende Fundamental- 
gleichung der Differentialgleichung (5.) ist daher: 
(7) pla)r(r—1).. (ra +1) [pl )—ny,(a)|r(r--1)...(r—n+2) = 0, 


Die Wurzeln derselben sind: 
7 Se WoE Sun: ABER E Hren Be: Don... 
| | (a) 
Ist daher der reelle Theil von Fu-ıla) 
(a) 
sowohl die Grössen (4.) als auch die Grössen (8.) in ihren reellen Theilen 


posiliv und kleiner als 2, so sind 


grösser als die negative Einheit. 


21. 
Wir wollen den Fall »=2 einer näheren Betrachtung unterziehen. 
Die Differentialgleichung (1.) voriger Nummer lautet alsdann: 
(1) pa) y+p la). yHpla).y" =. 
Die Wurzeln der zu einem singulären Punkte a« gehörigen determinirenden 
Fundamentalgleichung sind: 


(r):0. 1 -Y, 
wo 
p,(a) 
2 u 
wi 77 nm 


geselzt ist. 
Es sei 
3.) y= pl&).W, 
so ergiebt sich: 


4 ilpu I). Yalr)+E p (X) p(a)-+ e(e—1 \pr (a) + Ep; (2), (x)] W 
(4.) FORRE REN 
| +[p (a) + Rep, ()|p:(2).W'+ pe. W" = 0, 
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wo 9 (z) die zweite Ableitung von (a) und W’. W” resp. die erste 
und zweite Ableitung von W bedeuten. 

Die zum singeulären Punkte a eehörise determinirende Fundamental- 
gleichung dieser Differentialgleichung hat die Wurzeln: 


- 


Q “ f, f, | 
De} - 


m 
ES 


Es sei 
2 > Reeller Theil von y 0. 

Wählt man für & eine beliebive Grösse von der Art. dass der reelle Theil 
derselben positiv und kleiner als Eins und zwar grösser als Eins verminder: 
um den reellen Theil von y und kleiner als 2 vermindert um den reellen 
Theil von y, so sind die Wurzeln (s.) in ihrem reellen Theile negativ und 
absolut kleiner als Eins. 

Die Differentialgleichung (4. ) gestaltet alsdann die Anwendung der Formeln 


(S.\ und <T.). 


so dass 

2.) Qula)yrspia)yt+ople)y = 0 
die vorgelegte Differentialgleichung sei. Dieselbe ist eine Verallgemeinerung 
derjenigen, welcher die Lameschen Functionen der verschiedenen Ordnungen 


r 
oO 
senügen (s. die Abh. des Herrn Heine, dieses Journal Bd. 60 8. 278. 299 ff.) 
Die Wurzeln (r.\ sind in diesem Falle: 

8 V, 3. 


die Wurzeln {s.): 


Man hat also zu wählen 
(3. | > Reeller Theil von & , 
Die Differentialgleichung (4 ) voriger Nummer wird: 
FR la) pa) tree 3)pr(e) +Ep(z) pr (e)] W 
| 


+ (2E+3)p(r) pl) W- 92) W" = 


Die hierzu adjungirte Dilferentialgleichung lautet: 


. 
U 
= 
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Imre) (a) —(EeL)(e-3)p(a) + (E32) (E) p (2)]Z 
| + (2E— 7), (2) (2) Z’—- (a) ZZ" = 0. 
Setzt man in derselben 
6.) Z= 9l(a)t-3.V, 
so ergiebl sich für V die Differentialgleichung: 
(7) pla)VY+tp(e)V + p(a)V" 0, 

welche mit der Differentialgleichung (2.) identisch ist. 

[st daher yı. 9, ein Fundamentalsystem von Integralen der Differential- 
gleichung (2.), so sind 


e 


I) yıyla), pie)", 
2) pl), Yypıla)i 
ein Fundamentalsysiem von Integralen resp. der Differentialgleichungen (4. 
und (9 
Es sei demnach n7,. ». das zum Punkte x = x gehörige Funda- 


menlalsystem von Inlegralen der Differentialgleichung (2.), so sind: 


l np), Wm=mplr)”, 
77 = Mmpı(e) ;, = MPp2\X)' 


die zu 2 = x gehörigen Fundamentalsysteme von Integralen resp. der Dilfe- 
rentialgleichungen (4.) und (5.),. und zwar sind », und £,. sowie =, und &; 
adiungirte Integrale. Sind nämlich o, und o, die Exponenten, zu welchen 
y. und 7, resp. gehören, so ist nach Gleichung (4.) No. 5, da jelzt (x) 


1 1.9 WR p+2 
vom Grade p+?2, also Ir = ——— 
. 
F i ON 
) - ud) , ) 
rn 


ie Integrale ıw,, @, gehören resp. zu den Exponenten 
9) 4 lp+De, + (p+De 


und die Integrale {. 5 resp. zu den Exponenten 


10 0—(p+2)(e 


wo 


, 9-(p+2)(e-3). 


Die in derselben Verticalreihe befindlichen Grössen in (9.) und (10.) geben 
in Vebereinstimmung mit dem Satze am Schlusse der No. 3 zur Summe die 
um Eins vermehrte Gradzahl des Coefficienten von W in Gleichung (4.) 


Ist ferner »,,,. ),, das zum singulären Punkte a,., gehörige Funda- 
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mentalsystem von Integralen der Differentialgleichung (2... welche. resp. den 


n< 


Exponenten O, 3 entsprechen, so sind 
1) w 


a = Na PelE) , Wa Nur Pr\e 

2) Cu = Nu2: 2 (2)°*, 4 2 — Nu: Pa\ X 
resp. die zu a,,, gehörigen Fundamentalsysteme der Differentialgleichungen 4 
und (9.), und zwar sind wieder, dem Salze am Schlusse der No. 2 eni- 
sprechend, die in derselben Verticalreihe untereinanderstehenden Elemente 
adjungirte Integrale. 

Nun sei 
(11) n7,=bunatbanas > 


so erhält man durch Multiplieation dieser Gleichung mit ,\.r 


(12.) vo, = DW. t dawn, ne & 


a u2 


und durch Multiplication der Gleichung (11.) mit x 


ER WR ni. 
a3) Be 
Ic, — bußuat PrrSur- 
Setzt man 
(14.) MR _ CzıSul -626 


so ergiebi die Vergleichung mit Gleichung \13. 
(19.) ea weh Be, in 
Die Gleichungen (J.) ergeben daher folgende Relationen für die Grössen b: 
16.) 5,5. =0. 546» =0 dudatbadı =. 
folglich entweder: 
(16%. ei ui ae, 
oder 
16°.) u = Dee au i 
Welcher von beiden Fällen erfüllt ist, kann nach den Vorschriften meineı 
Abhandlung Bd. 75 dieses Journals S. 212 ff.. wo die Bestimmung der Grössen 
b gelehrt wird, entschieden werden. 

Bezeichnet man die nach No. 1 für die Dilferentialgleichung \4.) diesei 
Nummer zu bildende Function U mit U(e,x,c), und bezeichnet die durch 
Verlauschung von x mit @ aus n, hervorgehenden Funetionen mit y,. 50 er- 
giebt die Gleichung (T.): 


wei 
: a4 Ay er 2 
\ 17.) / dx de U(e, DD. 0) Ur . Y en 2 Y- (p3 &. ? VD, b f j ) 
4 u a, 


% . 4 
. 
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N 
3 





Setzt man 


Bi erTe ie'& 
sın z1& COS TTE 





so ergiebt sich aus der Gleichung (S.) und der Gleichung (16.): 


is “u+2 j : q nenn u 2 
19. / def da.U(e, T, AN-PelE) Yy-p> | 3 — 0. a: 1, b 2, 


2 1 a 1 a - 2. b u 1. 
Ay 'Ay+2 
‘ \ ’ 1 : 3 
(20.) / darf de .U(s, x, 0).n,9(2)"°. Ye)? = nu, 
at" Fu+l 


und zwar ist in Gleichung (20.): 

im Falle (16°.) für a=1, b=2 für a=2, b= 

im Falle 16°.) für a=1. =»: Wie >32 
zu nehmen. 

Die Gleichungen (17.) bis (20.) sind gültig für alle Werthe von :, 
welche der Bedingung 


21.) 1 > Reeller Theil von e >> 4. 


23. 
Wenden wir das Vorhergehende auf die Lameschen Functionen m‘“ 
Ordnung an, so ist (nach Herrn Heine dieses Journal Bd. 60 S. 299) die 
Differentialgleichung, welcher diese genügen: 


1) gla)yt+igpka)y+gp:(a)y' = O0, 


wo 


2) la) = Ina +m—I1)2""+k,C,2""— - +h.r0. CH han-ı On-ı)- 


In diesem Falle ist der Grad p der Function g,(x) in Gleichung (2.) voriger 
Nummer 

p = m-1. 
Nennt man, wie in No. 20 


a er 


m-+-1 


die Wurzeln der Gleichung 
3.) gpla) = OÖ, 


so lassen sich die Grössen k,, Ars ».. A, So bestimmen, dass die Difie- 


rentialgleichung (1.) eine ganze rationale Function n!® Grades von yz-—a,. 


ye—@,, ... yx—a,,, zum Integrale hat (s. Heine }. c.). Dieses Integral 


nennt Herr Heine eine Lamesche Function erster Art und bezeichnet dasselbe 
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mit E(z). Ein zweites Integral Fir). welches nach absteieenden Potenzen 
dt te 
von x entwickelt mil x anlänel. nenn! derselbe eine Lamesche Function 
zweiter Art. Beide heissen Lamesche Funetionen »!*" Ordnune. 
Nun hal die zu 2= x gehörige determinirende Fundamentalgleichune 


der Differentialgleichung (1.) die Wurzeln 


7 / 17 \ 
2° > 
- nz 


Demnach ist in voriger Nummer 
7, >= Eis). 
(4 
t 7 f r 


zu selzen. WVebrigens ergiebt sich auf bekannte Weise: 


ö \ dx 
(9. F(z) = E(z / —— 
« 2 1 f n 


At Yp.(x 
Wenn man in die Gleichunsen (17.\) bis (20.\ vorieer Nummer 


n=rlsh: ı Fix), 
v,=Eleo, u =F(e 
substituirt, so liefern die Gleichungen (17.) vier, die Gleichungen (19.) und (20.) 
je zwei Relationen für die Lameschen Functionen, welche für beliebige Werthe 
von & gelten. von der Beschaffenheit, dass 
I — Reeller Theil von & 


(Greifswald. im März 1873. 


— nn AKT TER en _ 











Ueber dıe Integration der linearen Differential- 
sleiehungen dureh Reihen. 


(Von Herrn @. Frobenius.) 


Y enn alle Integrale einer homogenen linearen Differentialgleichung 
‚er Ordnung in der Umgebung einer bestimmten Stelle, für die wir der Ein- 
fachheit halber den Nullpunkt der Constructionsehene wählen wollen, die Eigen- 
schaft haben, mit einer gewissen Potenz der Variablen x multiplieirt, endlich 
zu bleiben, so muss dieselbe, wie zuerst Herr Fuchs (dieses Journal, Bd. 66, 
S. 146 und Bd. 68. 360) und nachher auf einem kürzeren Wege Herr Thom? 
(dieses Journal Bd. 74, 5. 200) bewiesen hat, für alle Werthe von x, die 
eine gewisse Grenze nicht überschreiten, die Gestalt 

pa) y’4+p (le) y Pr... p,\ey = V 

haben, wo y'” die z'° Ableitung von y nach x bedeutel, pa). pi), »-. pi X 
nach ganzen positiven Polenzen von x fortschreitende convergente Reihen 
sind. und p(x) für 2=0 nicht verschwindet. Hat umgekehrt eine lineare 
Differentialgleichung die angegebene Form, so werden auch aile ihre Integrale. 
mit einer bestimmten Potenz von x multiplicirt, endlich und haben daher in 
Folge der allgemeinen Gestalt der Integrale linearer Diflferentialgleichungen 
(vergl. d. Abh. d. Herrn Fuchs, dieses Journal Bd. 66, S. 136) in der Um- 


oebung des Nullpunktes die Form 


TI. 


0 ! (—1) IX 4 ! ] 
ya ar (Hg log: 1” dogay’++g, log)“, x’. 


wo o eine Wurzel einer gewissen, aus den Coeflicienten der Differentialglei- 
chung leicht zu bildenden Gleichung 4°" Grades fio) = 0 ist. und die Grössen 
gr. ge’, 2... 9, nicht sämmtlich verschwinden. 

Um zu zeigen, dass den 4 Wurzeln dieser Gleichung wirklich 4 von 
einander unabhängige Integrale entsprechen. vertheilt Herr Fuchs (dieses 
Journal, Bd. 68, S. 362) dieselben in Gruppen, in der Weise, dass er alle 
diejenigen Wurzeln zu einer Gruppe zusammenfasst, die sich nur um reelle 
oanze Zahlen unterscheiden. Sind dann 0@,. @. ... 0, die Wurzeln einer 


Gruppe, so geordnet, dass, wenn @ << P ist. 0.— 0, eine positive ganze Zai 


N ! 
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ist. so beweist er zunächst. dass der Wurzel »o, ein Inteeral von der Form 


- 


UR eg, 


entspricht. Zu dem Zwecke vergleicht er die gegebene Differentialgleichung 


=) 


mit einer andern, die dureh eine Reihe von der Form 


PYM ; 


befriedigt wird. in weicher ce, dem absoluten Beirage nach grösser als g, ist. 
Indem er dann mittelst der letzteren Dillerentialgleichung die Berechnung der 
Coefficienten e, wirklich ausführt und aus ihren Werthen den Radius R des 
Convergenzbereiches der zweiten Reihe bestimmt. schliesst er. dass wenigstens 
innerhalb des mit dem Radius R um den Nullpunkt beschriebenen Kreises 
auch die Reihe für 4, convergent ist. Nun macht er in der gegebenen Diffe- 


Y Y / sd 


und wendet auf die lineare Differentialgieichung (—1 '" Ordnung. die er 


renlialgleichung die Substitution 


für z findet. dieselben Schlüsse an. 

Diese Beweismethode ist dieselbe. welche Herr Weierstrass benutzt 
hat, um allgemein die Existenz der Integrale für alle algebraischen Diffe- 
renlialgleichungen nachzuweisen. Daher war zu erwarten, dass bei den 
linearen einfachere Meihoden zum Ziele führen würden. Indem ich diesen 
Gedanken verfolgte, fand ich, dass sich bei irgend einer Differentialgleichung 
von der oben angegebenen Form die Coeflicienten der sie befriedigenden 
keihen ebenso einfach berechnen lassen. und dass aus ihren Werthen der 
Convergenzbereich dieser Reihen mit wenig grösserer Mühe bestimmt werden 
kann, wie bei der speciellen Diflerentialgleichung, mit welcher Herr Fuchs 
die allgemeine vergleicht. Auch zeigte sich. dass sich auf diesem Wege die 
den Wurzeln einer Gruppe entsprechenden Integrale, in deren Entwicke- 
lungen meist Logarithmen auftreten. ohne Benutzung von Differentialgleichungen 
niedrigerer Ordnung direct berechnen lassen. und dass auch bei diesen Reihen 
aus der Form der Coefficienten die Ausdehnung des Convergenzbezirkes mil 


Leichtigkeit erschlossen werden kann. 


g. 1. 


Wenn über die Coeflicienten der Diflerentialgleichung 


%: pie)e'iy’+p|e)x 'y‘ He +nla)y =WU, 


u, 
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deren linke Seite wir mit P(y) bezeichnen wollen. die oben gemachten An- 
nahmen gelten, denen zufolge alle ihre Integrale in der Umgebung des Null- 
punktes, mil einer bestimmten Potenz von x multiplieirt, endlich werden. so 
bleiben diese Vorausselzungen auch bestehen. wenn man die Gleichung durch 
p(x) dividirt. Zur Vereinfachung der Beweise nehmen wir daher zunächs: 
an, dass p(x)=1 ist. Wir setzen in die Differentialgleichung 1.) für 
eine Reihe von der Form 


2. 47,0 2g,2 


ein. Der Summationsbuchstabe » durchläuft hier und im Folgenden, wenn 
die Grenzen der Summalion nicht ausdrücklich angegeben sind, die Zahlen 
von OÖ bis ©. Man übersieht zunächst leicht, dass 

pP Zg, zer” >, P/z?*”\ 
ist. Nun ist aber 

Pix) = #f(z,o). 
wenn 
3.) fie) =ele-1)...(E-AH1)p(lr)toe(e—1)...(e-A+2)p(r)+-+p ia 
geselzt wird. Folglich ist 
Piz, 0)) = Zu fin o+r)at 
Da sich p,(X), p:(®). ... p,(x@) in convergente, nach ganzen positiven Po- 
tenzen von : fortschreitende Reihen entwickeln lassen, so convergirt auch 
die Reihe 
4. f LO, <f, JB e, 
deren Coefficienten ganze Funclionen höchstens A!" Grades von o sind. Dale: 
nimmt die linke Seite der Differentialgleichung 1.). wenn für y die Function 
g(x,0o) eingesetzt wird. die Gestali 
=(g,fletr)+g-ıfhle+tr Mr tg le+1)+gf,(o))e' 

an. (Vergl. d. Abh. des Herrn Fuchs dieses Journal Bd. 63 8. 375.) Soll 
also die Reihe (2.) die Differentialgleichung befriedigen, so müssen ihre 
Coefficienten durch die Recursionsformeln 


gfleo) = 9. 
(9.) gfio+1)+ofiie) = 0, us. w., 
sfle+nN)+g-hle+r-N)++gh-ılert!)+gf,(e) = 0 


bestimmt werden. Nehmen wir an, dass g.r’ das wirkliche Anfangsglied der 
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Reihe (2.) ist, also y von Null verschieden ist. so muss o, weil yf o) 1 
ist. eine Wurzel der Gleichung 4°" Grades f(o) =0 sein. Da es aber 
vortheilhaft ist. wenn man o zunächst als variabel betrachten kann. so wollen 
wir vorläufig von der Gleichung gf(e) = 0 absehen. und indem wir unter q 
eine willkürliche Function von o verstehen, 9. 9». ... miltelst der Forme! 
(5.) als Funetionen von g bestimmen. Man erkennt leicht. dass g, 0) von 
der Form 

g(o)h,(o 
flo-+Uf(e 1; 0-13 


6.) 9g(e) = 


ist. wo h,(o) eine ganze Function von o hedeutet. Für diese findet man 


durch Auflösung des Gleichungssysiems, das man aus der Formel /5.) erhält. 


indem man für v der Reihe nach die Zahlen 1. 2. ... » setzt. den Werth 


Er f y 1 f ! 7 ” f f 
Iffe+r-1) fle+r-—? h-e+l) / 
'f ar fi 0-1 2 f rn l RT: 
Pr a o\ | 
‘ 1 h, Y | () f 0 I. ö / _3\0 H / _ j 
| 
| 0 0 EEE | 0o+1 f 


Wir beschränken die Veränderlichkeit von o auf die Umgebungen 
der Wurzeln der Gleichung f{o)=0. Diese Bereiche können wir, wie leich! 
zu sehen, da die Wurzeln der Gleichung flo) = 0 alle dem absoluten Betrage 
nach unter einer gewissen Grenze liegen. so klein wählen, dass die Nenner 


‚‘o) in dem Gebiete der Variabeln o nur für 
J, TG: N 


rn 


der rationalen Functionen | 
Wurzeln der Gleichung f(o)=0 verschwinden. Aber auch letzteres kann 
man durch eine passende Verfügung über die willkürliche Function g\o) ver- 
hindern. Werden nämlich die Wurzeln der Gleichung fio) = UV auf die oben 
angegebene Weise in Gruppen vertheilt, und ist das Maximum der Differenz 


zweier Wurzeln irgend einer Gruppe gleich &, so braucht man nur 
($.) g(o) = flo 1)fio -R)...f(o -e)((o 


zu selzen. wo g(o) eine willkürliche Function von o ist. 

Alsdann sind die Functionen g,(0) für alle in Beiracht kommenden 
Werthe von o endlich, und wenn die Reihe (2.) convergen! ist. so is! 
y=g(z,o) ein Integral der Differentialgleichung 


P(y) = flo)gieo)e". 


Es kommt nun zunächst darauf an. die Convergenz der Reihe (2.) nachzuweisen. 


Journal für Mathematik Bad. LXXVI Heft 3, Rio, 
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$. 2. 

Wenn v >e ist, so kann f(o+r-+1) für keinen Werth im Gebiete 
der Veränderlichen g verschwinden, und daher ergiebt sich aus der Formel 
(.) die Gleichung 


1 ur 
9, 7 mung @tr-ND++gß40). 





Bezeichnet man die absoluten Beträge der Functionen f,(e) und g,(e) mit 
F,(e) und @,(e), so folgt daraus, weil der absolute Werth einer Summe nicht 
grösser ist, als die Summe der absoluten Werthe der Summanden, 


N Fu | 
G,.;ı u Fo nn (&%F(etr)+6,_,F: (e+vr—1)+-+@GF,,ı(0)). 





Sei R der Radius eines um den Nullpunkt beschriebenen Kreises, der beliebig 
wenig kleiner ist. als der, innerhalb dessen p, (X), pP (X), ... p;(x) sämmt- 
lich convergiren. Dann sind die Reihen 

f(»,0) = Zf,()- 
und 

fiz,g0) = WDR’ 
ebenfalls für alle Werthe von x, die dem absoluten Betrage nach nicht grösser 
als AR sind, convergent. Wenn daher M(o) der grösste Werth ist, den der 
absolute Betrag von f’(x,o) auf der Peripherie des mit dem Radius R um 
den Nullpunkt beschriebenen Kreises annimmt, so ist nach einem bekannten Satze 


| 6 | 
F,.ı(e) < 7 M(e) Rh” < M(o)R” 
und folglich 
Ga < —— (6, Mo +v)+ G,_,Me+v N) R"+ + GM(e) R”). 


HD Foo+v+l) 





Bezeichnet man die rechte Seite dieser Ungleichheit mit a,,,, so ist 


G,MCo-+®) . a,F(oe-+») 
F@+v-+1) " RF(E+» +1) 





d,ıı = 


oder da G, <a, ist, 

M(g-+») 1_ Fetw_\ 
Flo+v+1) RF(e+rvr-H) 
Werden also die Grössen b,(v > e) mittelst der Recursionsformel 


Mm ) 1 F( 
b, iR b 1er ?, Er 


"\Fl@+v+1) " R Fle-+»-+1) 








A,ıı <a, 
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berechnet, so ist bei passender Verfügung über 5, 


G,<a,<h,. 
Da aber f(e) eine ganze Function ten Grades von o ist, so nähert sich bei 
fe+») 


und folglich auch sein absoluter Betrag 





wachsendem » der Quotient 
V f(e+r-+1) 


F( v y. 2 \ “ \ 
(er ') der Grenze Eins. Weil ferner p(x)=1 angenommen, also f'r,o 
Flo+r-+1) “ | ER 
eine ganze Function höchstens (4—1)ten Grades von E ist, und M(o) das 


Maximum dieser Function für die Werthe von x, deren absoluter Betrag gleich 
R ist, bedeutet, so ist leicht zu sehen, dass sich. wie auch am Ende dieses 





Paragraphen noch in aller Strenge erwiesen werden soll, ——_ — —- bei 


wachsendem » der Grenze Null nähert. Daher ist 


. b,2ı Je 1 
lim er 





und mithin convergirt die Reihe I>65,x’ und folglich auch 


I) 


2.) ge) = Flo)e 

innerhalb des mit dem Radius # um den Nullpunkt beschriebenen Kreises. 
Für die Folgerungen, die wir im nächsten Paragraphen aus dem eben 
gewonnenen Resultate ziehen wollen, ist es noch wichtig zu zeigen, dass 
die Reihe (2.) für alle in Betracht kommenden Werthe von o gleichmässig 
convergirt, dass sich also, wenn Jd eine beliebig gegebene kleine Grösse ist, 
eine endliche Zahl < angeben lässt, so dass der absolute Betrag der Summe 


2,9, (ea 
für alle gestatteten Werthe von o kleiner als d ist. Zu dem Zwecke be- 
zeichnen wir den absoluten Betrag von o mit o und die Maxima der abso- 
luten Beträge der Functionen p, (x), px(x), ... p,(x) für die Werthe von x 
auf dem mit dem Radius R um den Nullpunkt beschriebenen Kreise mit M,, 
M;, ... M,. Wird dann *) 


v(o) = 0(6-+1)...(0+4—2)M,+0(0o+1)...(0+4—3)M, ++ -+M, 


/ 


gesetzt, so ist 
M(o) < w(o). 





*) Ich mache darauf aufmerksam, dass von hier an o als unbeschränkt veränder- 
lich aufzufassen ist, bis wieder o+ v als Argument auftritt. 


28 * 
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erner ist flo) = g’+(fle)—o*), und da der absolute Betrag einer Summe 
nicht kleiner, als die Differenz der absoluten Beträge der Summanden ist, so ist 





a pi rp/’.\ 77 
Fe) = #-[fe)- 0), 


wo für den in die eckigen Klammern eingeschlossenen Ausdruck sein absoluter 
Delrag zu selzen ist. Es ist aber 


9. fo) = efo-1)...E -4+1)+p Ne(o—1)...(e —2+2)+-+p;(0). 


\Verden also die absoluten Beträge von p,(0),. P/0), ... p,{0) mit P.. 
P,. ... P,; bezeichnet und wird 


g(0) = 0(c+1)...(o+4—1)+ P,o(o-+1)...(o+4—2)+ ++ P,— 0 


flo)—e‘] < Y(o) 
und daher 
Fo) > d—yg(n), 
wenn nur 0 gross genug gewählt wird, damit die rechte Seite dieser Un- 
sleichheit positiv ist. Das ist aber stets zu erreichen, weil g/o) nur vom 
4—1 en Grade ist. 
Ans den entwickelten Ungleichheiten folgt 
Mor) 


vor] 











Fo tv +1) [lo Bi BT. + 1)’ er Y [0 = v : { ; 


l 


Nun ist aber 

e+r])<r+o und [oe+r-+1]>r-e, 
und da die positiven Funelionen w(o) und 0°-g(o) von einer gewissen 
Grenze an beständig mit aem Argumente wachsen, so ist für hinreichend 
srosse Werthe von » 
M(o-+rv) ri w(vV--0) 


Fo-+v+i) 





- 


W—0%—4@—a) 

Der letztere Ausdruck nähert sich. da der Zähler eine ganze Function 
niedrigeren Grades von vr ist als der Nenner, bei wachsendem » der 
Grenze O0. Damit ist zunächst der oben versprochene Nachweis gegeben, dass 


r® N 


., M(e-+») . 
lim ————- =0 ist. 
F er v—1) 
Da alle Wurzeln der Gleichung f o)=0 in einem endlichen Bereiche 
liegen und o sich nur in den nächsten Umgebungen derselben bewegen dari, 


so ist a stets kleiner als eine bestimmte Grösse ©. Wenn »v nur genügend 
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Ho-+v 2, v(v Tr 
Floo+v-1 Go —nN'—y(v--ı 
ınd 
Fio--v . (v+r y(v-r 
Fo-+r-+I1) oe —T—g(v—-r 


Haben diese Ungleichheiten von dem Werthe v» = u an Geltung. und werden 
die Grössen ®, von v = u an miltelst der Recursionsformel 





f w(v--T 1 -rTV-+g(v-+4rT)\ 
\9-Ni-g (v- T) 'R v-T- g(v—T / 
berechnet. so ist, wenn e,>b, gewählt wird, auch b, <e,. Da aber 
re : . ist. so muss. wenn r beliebig wenig kleiner als R ist, die 
C; 


Reihe NIe,r” convergent sein. Daher lässt sich eine endliche Anzahl von 
Gliedern so absondern, dass die Summe aller übrigen I/ce,r’ kleiner als eine 


hie gegebene Grösse dr” ist. Weil man 2 >> ı wählen kann. so is! 


. 0. 
beilenig 


so ist dann um so mehr 
[3,4,(e)z.t’) < 0 

für sämmtliche Wertbe von o in den Umgebungen der Wurzeln der Glei- 
chung f(o)=0 und für die Punkte x innerhalb des mit dem Radius r um 
den Nullpunkt beschriebenen Kreises. 

Mithin ist die Reihe /2.) für alle in Betracht kommenden Werthe von 
o gleichmässig convergent und kann daher nach o differentiirt werden, und 
zwar in der Weise, dass die Differentialion an ihren einzelnen Gliedern aus- 


seführt wird. 


6. 3. 
Seien 9, 01, -». 9, die zu einer Gruppe gehörigen «+1 Wurzeln 
der Gleichung flo) = 0, so geordnet, dass, wenn e <T / ist, 0,—0, eine po- 


n 


siiive ganze Zahl ist. Von diesen Grössen können einige unter einander 


nn 


gleich sein. Sind @, @u> @s> 0,5 -.. die unter einander verschiedenen 
Wurzeln der Gruppe, so ist = 0, =""=0,_, eine efache, 0, =0,.11="",=0 | 
eine (#—a)fache, 9; = 95,1 = "= @,-ı eine (y—P)lache u. s. w. Wurzel der 
Gleichung f(o)=0. Da wir 


8.) g(e) = fie+l)fie+2)...fioteCie 


\ 


geseizi haben, und € > 0 . ist. so ist g 0 für 0=0,=0,=."+ = 0,—ı von 
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Null verschieden und verschwindet für 0=0,=0,,1=""=0;-ı von der 
een, für 0 = 0; = 95,1 = "= 0, von der Pa u. s. w., allgemein also für 
o=0, höchstens von der ze" Ordnung. Dagegen verschwindet der Aus- 





druck flo)g(o)e* für 09=9,=0,="=0g,_, von der ateı, für 0=0,=0,,.1="=03;_, 


von der ten u. s. w. und allgemein für 0 = 0, wenigstens von der (z+1)te: 


0 


Ordnung. Daher muss seine x! Ableitung nach o für o=o, verschwinden. 
Nun ist die Function g(x, 0) so bestimmt worden, dass 


Po, e)) = Flolgte)a® 
eine identische Gleichung ist. Wir differentiiren dieselbe z Mal nach o und 
und setzen dann o=o,. Da die Differentiationen nach den beiden Variablen 
x» und o in willkürlicher Ordnung ausgeführt werden können, so ergiebt sich 
auf diese Weise. wenn man 


x d’g(x,0) > 
10.) IE) — 
\ new do* g ‚Yaz N / 





setzt, die Gleichung 
Pi" a,e)) =®, 
aus der hervorgeht dass 
(11) y= ge, o,) 
ein Integral der Diiferentialgleichung P(y)=0 ist. Aus der Gleichung 
(2)  gla,o) = Fg,(o 


ergiebt sich in Folge der gleichmässigen Comer dieser Reihe die Gleichung 





12.) \9°@,0,) = ar 2) +29) (log) +* Er « %o,)(loga)’+-. 
( 
| ++4,.(9) (log) )ır 


Da g(e) für e=o, höchstens von der z'eu Ordnung verschwinden kann. so 
können g(o,). g’(0,)» -.. 9°”(o,) nicht alle gleich Null sein. Daraus folgt. 
dass dies Integral, um die von Herrn Fuchs (dieses Journal Bd. 66. S. 155) 
gewählte Ausdrucksweise zu benutzen, zum Exponenten o, gehört. 

It z<e, so ist (logx)* in g”(x,o,) mit 2° Fg,(o,)x” multiplicirt. 
Da gie,) =g(o,) ist, diese Reihe also nicht identisch verschwindet, so ist 7 
der Exponent der höchsten in diesem Integrale wirklich auftretenden Potenz 
von logx. Indem man diesen Schluss fortsetzt, findet man, dass allgemein 
in den zu gleichen Wurzeln der Gleichung f(oe) = 0 gehörigen Integralen 


der Differentialgleichung P/y)=0 die Exponenten der höchsten in ihnen vor- 
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kommenden Potenzen von logx von einander verschieden sind. Daraus folet. 
dass diese Integrale unter einander unabhängig sind. und da dasselbe von 
den zu verschiedenen Wurzeln gehörigen unmittelbar einleuchtet, so ergiebt 
sich schliesslich *), dass die 4 zu den einzelnen Wurzeln der Gleichung 
f(o)= 0 gehörigen Integrale (x, g,) alle unter einander unabhängig sind. 

Das Integral AR 0,)(2=0,1,... uw) ändert seine Form nicht, wenn 
dazu die Integrale g*""(z,0,_,), -.. g9(x,0,), mit willkürlichen Constanten 
multiplieirt, hinzugefügt Be: Foiglich enthält das allgemeinste zur Wurzel 
o, gehörige Integral +1 willkürliche Constanten. Geht y(xz,o) in h(r,o 
über, wenn der willkürlichen Function C(o),. welche in allen Coefficienten 
der Reihe Ig,(o)x®'” als Factor auftritt, der constante Werth Eins ertheil! 
wird, so ist g(z,0) = C(o)h(x,e) und daher 

g"’ (2,0) = Ch” (z,0)+zC"F TV (z,0)+-+C9hlz,o), 


wo die BR Indices die Ableitungen nach o bezeichnen. Die Functionen 
h(x,0,), hY"(x,0,), ... h(z,o,) sind, wie ich hier nicht weiter ausführen 
will, a einander unabhängig, und daher enthält 9’ (x, o,) die +1 will- 
kürlichen Constanten C, C, ... C und ist, auch ohne dass 


(«—1l)/ » »4) 
J (2,0,.)> a yia > ©) 9 


mit willkürlichen Constanten multiplieirt, ihm hinzugefügt werden, das allge- 
meinste zur Wurzel 9, gehörige Integral. 

Insbesondere enthält das zur Wurzel o, gehörige Integral y/x, o,) nur 
eine einzige willkürliche Constante. Mithin ist ein Integral der Differential- 
gleichung P(y) = 0 bis auf einen constanten Factor vollständig bestimmt durch 
die Bedingungen, dass es, durch «* dividirt, in der Umgebung des Nullpunktes 
eindeutig und für x = 0 selbst endlich sein soll, wenn o der Gleichung fo) = V 
genügt, und von keiner anderen Wurzel derselben um eine positive ganze 
Zahl übertroffen wird. 

Um zu vermeiden, dass die Coefficienten der Reihe y(x,o) für einen 
Werth im Bereiche der Variablen oe unendlich gross werden, haben wir 


(8) gie) = fle+l)fle+?2)...f[o+E)C/e) 


gesetzt und & gleich dem Maximum der Differenz zwischen zwei Wurzeln 





*) Ausführlicher ist diese Schlussweise entwickelt in einer Abhandlung des Herrn 
home, dieses Journal Bd. 74, p. 195. 
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irgend einer Gruppe gewählt. Wie leicht zu sehen, ist es aber auch ge- 
stattet. für & irgend eine noch grössere ganze Zahl zu setzen. Dies is 
besonders dann vortheilhaft, wenn man die Berechnung der Function y(x,o 
bis zu einer bestimmten Potenz von x, etwa der (o+zjten wirklich ausführen 
will. Setzt man nämlich &=z, so werden die Coeflicienten y,(0) sämmtlich 
ganze Funclionen von 9, und man entgeht so der Unbequemlichkeit, ge- 
brochene Funelionen von 9 dillerentiiren zu müssen. Die Function Co) kann 
dann immer noch so gewählt werden. dass die willkürlichen Constanten die 
durch die Aufgabe vorgeschriebenen Werthe erhalten. 

Eine andere Erleichterung der Rechnung ergiebt sich, wenn p(.xr) nich! 
mehr. wie bisher. gleich Eins angenommen wird. Sind nämlich die Coel- 
iiecienten der Differentialgieichung rationale Functionen. so kann man sie alle 
auf denselben Nenner bringen und mit diesem die ganze Gleichung multipliciren. 


Dann sind px). Pi). ... p;(®) und folglich auch f(x, o) sämmtlich ganze 


4 


ı 


Funclionen von x. Wenn auch in diesem Falle die Funclionen 4, eo) mittelst 
der Reeursionstormel 


5) Hfletn)+g_ifletr—N)+--+gf,(e) = 0 


berechnet werden, so convergirt die Reihe g(x,o) innerhalb eines um den 
Nullpunkt beschriebenen Kreises, in dessen Innern p(x) nirgends verschwinde! 
Der Beweis dieser Behauptung. aul den ich hier nicht näher eingehen will. 
lässt sich auf den in $. 2 gegebenen Convergenzbeweis zurückführen. Die 
»erechnung der Coellicienten g,(e) wird bei der jetzigen Bedeutung von 
f\r,o) darum einfacher. weil die Funclionen f,(e). sobald » den Grad der 


sanzen Function fix. o) überschreitet. sämmtlich verschwinden. 


$.4. 


Aus der Formel (12.) lassen sich mit Leichtigkeit die Bedingungen 


cafür herleiten. dass in dem zu einer Wurzel » 


o, der Gleichung fio) =V ge- 
hörigen Integral der Differentialgleichung Piy)=0 keine Logarithmen aul- 
treten. (Vergl. die Herleitung dieser Bedingungen in der Abh. des Herrn 
Fuchs, dieses Journal Dd. 68, S. 373-378.) Dazu ist zunächst erforderlich. 
dass die Gleichung fie) =0 keine mehrfachen Wurzeln hat. da, wie oben 
gezeigt. von den zu e unter einander gleichen Wurzeln gehörigen Integralen 


wenigstens @—1 Logarithmen enthalten. Die Wurzeln 0... 0. -.. g, dei 


—_ N 44 
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Gruppe, zu welcher o, gehört. sind also in diesem Falle sämmtlich unte: 
einander verschieden. 


7) 


Da der durch die Gleichung (12.) gegebene Ausdruck von (y’\.r, o, 
das allgemeinste zur Wurzel o, gehörige Integral darstellt, so ist. damit das- 
selbe keine Logarithmen enthalte, nothwendig und hinreichend. dass die 
Functionen 9,(e) für e=o, sämmtlich von der z'°" Ordnung verschwinden. 
Nun ist aber 


? N / 
g(o)h, (0 





(6) 4,10) 2 2a . 
I, ffo+VD flo -+2)...floo-+ı 


und 9(o) verschwindet für o=o, von der z'U Ordnung. Daher dar! 
EL .... 1 
ffo+1)flo-+2)...flo+ v 





‘)) 
% 


für e=o, nicht unendlich werden. Weil aber 


( I 
H (0) Ir \e. 


40 


ist. so ergiebt sich aus der Gleichung (5.) für diese Functionen die Re- 


cursionsformel 
HH, fie v)+ H,_fi(e+ v-—1)-+-.. | Hf, (0) 0. 


Wenn also H,_,. H,_. ... H für e=o, alle endlich sind. so ist es auch 
H,ffo+r). Weil H=]1 ist, so ist daher H,(e,) für alle Werthe von » 
endlich, wenn es für diejenigen nicht unendlich wird, für welche o,+r gleich 
einer Wurzel der Gleichung f(o)=0O ist, also für die Werthe o,_,-0,. 
0,.2—0,5 --» &—0,. Damit H,(e,) für v=o,_,—e, endlich sei. ist noth- 


wendig und hinreichend, dass h,(o) für e=o, von der ersten Ordnung ver- 


schwindet. Für v=o,.—o, und 0 =, ist dann 
. ‘ h we 

H (o)fio-+r TREE EU TECH TUE TI ET 

SE | Ke+l)ffe+2)...fo+r—I 


endlich. und folglich verschwindet A,(e) von der ersten Ordnung. Damit 
H,(o) auch endlich sei. ist daher nur noch erforderlich. dass auch A, (o,) ver- 
schwindet. Indem man so fortfährt. findet man als nolhwendige und hin- 


reichende Bedingungen dafür, dass das zur Wurzel o, gehörige Integral keine 


Logarithmen enthalte, die folgende: 
Bedeutet A,(o) die Determinante 
Journal für Mathematik Bd. LXXVI. Heft 3 29 
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ferr-1) kle+r—2) ... kale+l) Fe) 
fle+r-1) fietr—-2) ... kale+l) R-ı(e) 
Fe. | (—1 "h, (0) ze | 0 f(oe+rv — 2) RR. f, + (o-+1) A ‚(@) 


De 7 





00 0 u 70) 
so müssen die Gleichungen 
h,(e)=0 für v=0,_,-0,, 
h,(o)=0 für v=g,,-—0,, 


he) =0 fü v=o, —o, 


durch den Werth o=o, befriedigt werden. 


$. 5. 
Die Integration der linearen Differentialgleichung P(y) =0 ist auf die 
Ermittlung der Function 
(2)  g(a,0) = Zg,(o)ar'” 
zurückgeführt, welche ausser der Variablen x noch den veränderlichen Para- 


meter o enthält. Zur Berechnung der Coeffieienten g,(e) fanden wir die 
Gleichung 


5) EN HH hEtrtHD Hr rk ETFD+tIHOFEe) = 0. 


Äus dieser soll jetzt eine andere Recursionsformel entwickelt werden, welche 
ebenso bequem zur Bestimmung der Functionen g,(e) dienen kann. 
Zu dem Zwecke führen wir die Bezeichnungen 





y g (0) 
(13.) G,(0) - _ I 
fo)g(o) 
und 
3 (op netr — I 0) 
(15.) G (2,0) = FZG,(o) x" i Br. FA 


os @ 
ein. Die Funetion @(z,0o) ist. wenn o veränderlich ist, vollständig durch 
die Bedingungen definirt, dass sie die Differentialgleichung 

P(y) = = 
befriedigt. bei einem Umlaufe der Variablen x um den Nullpunkt in sich 


selbst, mit einer Constanten multiplieirt, übergeht und, durch =° dividirt, für 






17. 
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“vo 
a) 


z=0 den Werth 
Fr Y i 
| 15.) (G(o) — 
j [(o. 
annımmt. Die Coefficienten @,(o) der Reihe (14.) können mittelst der iden- 
tischen Gleichung 


(16) Z6G,(o)fla,oe+n)a” = a 
gefunden werden. Aus derselben ergiebt sich nämlich. dass 


r v 1 
(15) Gl) = — 
fo 


ist, und dass für die Funetionen @,(g) dieselbe Recursionsformel (5.) wie für 


g,(0) besteht. Da aber diese Recursionsformel eine in Bezug auf o identische 


( 
= 
Gleichung ist, so kann man darin für o auch o+1, 042 u. s. w. selzen. Aul 
diese Weise gelangt man zu den Gleichungen 


G,(o) fio+r)+@G,_ie)  flo+r—-1)-+4G Klo) fe +D+Glo)f,to)=0. 
/@,-(e+1) ffern)+@,_-(e+2) hletr-D+-+@(le+Df,-e+D d. 
\@lo+r—Dfo+rr)+@lo+r—Dfie+tr—) V. 


Diese multiplieiren wir der Reihe nach mit fie). fi(@)» ... f,_ı(e) und addiren 
sie. Selzt man zur Abkürzung 
EHER END rt eo )ale tr -Drf(o)@(e+rr) = FR, 
so ergiebt sich auf diese Weise 
F, fe+r)+F,_ (ke +r—-D)4+++Ff-le+D te )a@Fle)=feorr) Kot, 
Da aber 
fo) @(o) = fle+r)@eo+n) =1 

ist, so folgt aus der vorigen Gleichung 

F ffo+")+F, ‚fı(o | u ee F,f,-(e- 1 v. 
Nun ist 


G,(0) f.(o) G (o)fo-+1N)+@Glo)f,(o 
F — (0) o)+-f,(o) G(o--1 = ——+t —_ = — I — 0 
l f y INN ’ fı (£ } \ | (d (0) (0 | 1 @G(0 )f (0 | } ) » 


Setzt man daher in der für F, gefundenen Recursionslormei 7 = 2, so zeig! 


sich, dass auch 5, =0® ist u. s.w. Allgemein ist also F, = 0 oder 
AR) fo@lo) the) ler rt file) le+r—-D4+f(e) aletr) = 0. 


Dies ist die zweite Form der Recursionsformel. mitltelst deren man ebenfalls 


(r,(o) und 9,(o) berechnen kann. 


»)G ne 


Fu 
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Multiplieirt man sie mit «°'” und summirt dann nach v, so erhält man 
(16*.) Zf,(o)@(2,0o+r) = a°. 


Ist fix,g) eine ganze Function von , so ist diese Gleichung, deren linke 








Seite dann nur eine endliche Summe ist, eine Functionalgleichung, der G@(«, o) 
senügen muss. 

Aus dieser Gleichung werden wir im nächsten Paragraphen weitere 
Folgerungen ableiten. Um schon hier ihre Brauchbarkeit zu zeigen, wollen 
wir sie auf die beiden Fälle anwenden, wo f(z,e) eine ganze Function Oteu 
oder 1!en Grades ist. 

Im ersten Falle ist 

P(y) = at yP+ aa! yaDd4... Fa;y 

mit: den constanten Coefficienten a, a, ... a,, also P(y) =0 die bekannte, 
zuerst von Cauchy (Exereices, Bd. I., S. 262) behandelte Differentialgleichung. 
Die Formel (16*.) lautet für diesen Fall 

f(o)@(z,0) = #*. 
Daher genügt 

g(2,0) = gleo)a* 
der Differentialgleichung 

P(y) = fle)glo)=°, 
wo für g(e) eine willkürliche Function C von 0 genommen werden kann. 
Einer einfachen Wurzel go der Gleichung 


fie) = wele—V)...(E-A+N+a,0(0 1)... —A+2) +... -+a, = 0 
entspricht daher das Integral Cx°, einer zfachen 
ar (CP +CPJoge +++ C(logx)*). 
Im zweiten Falle *) ist 
Piy) = (a+ba)ty"+(a+ba)at'y/ +... +(a,+b,x)y, 
wo die Constante a nicht verschwinden darf. Aus Gleichung (16*.) ergiebt 
sich die Relation 


fie) @ ia, o)+ fı(o)@(z,o+1) = at, 
in welcher 
fie) = age N)... (E-A+D)+aele I)... (E-A+2)+ +a;, 
fito) = be(e—1)...(e—A+1)+b,o(e—1)... (e—-A+2)+:-+b, 


*) Ueber diese Differentialgleichung vergleiche man die Abhandlung von Malmsten, 
dieses Joumal, Bd. 39, S. 99. 
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zu setzen ist. Daraus folgt die Gleichung 
a? [, (« 
G(2,0) = — —-— I -1), 
ı(T,0) fe) f(0) Y5 
durch deren wiederholte Anwendung sich ergiebt: 


1 BOREHN.-E@tr N 


GE, 0) Pd f(o )f(o 411 1 .[(o | y N) f( te | >) 
hof le+1). fer 4] (i 2 ' 

2 (1,0777 1). 

(flo +1)...fle-+ x) 

Aehnlich wie in diesem Falle kann man immer, wenn f(z,0) eine ganze 
Function von «x ist, die Formel (16*.) zur Ermittlung des Restes der Reihe 
G(z2,0) benutzen. Da wir wissen, dass diese Reihe convergent ist, so muss 
ihr Rest bei wachsendem z unendlich klein werden, und daher ist schliesslich 


(p ie fFe&fle+1)...e+r-—I, zer” 
Gix. 0) - Bw fe „ty \” Tofe 1 Fr 0 vn) fco | ” ° 





+(—1)* 


Der Gonvergenzbereich dieser Reihe ist ein um den Nullpunkt beschriebener 


Kreis, in dessen Innern p(x) = a--b(x) nicht verschwindet, anf dessen Peri- 
pherie also der Punkt — liegt. 
Wenn man aus den beiden Gleichungen 
fo)@(z,o)+file) Gla,o+1) = z*, 
fio+1)@(z, oe +1) + file +1)@(2,0+2) = a 
x* eliminirt, so erhält man 
fio)z@(z, eo) —(fle+1)— fılo)z)@(z, oe +14 (le +1)G(z, e+2) Ö 


oder 





“uer!) _ JIRREHRRIENEE i > „.. | 
G(2,0) Yale => G(z,0--2) 
: fe+rl)—-fF(oz+f(e Hi) Tr var ı\ 
(7,03) 


Daraus ergiebt sich für 
2? 





G(z,0) 


G(z,0 1 ) 


(n\ 
fo) - 1. G(2, 0 





die Kettenbruchentwicklung *) 


x? 


f\e)+ 





G(z,e) = TOJAOrE 


flo+ ee Drte+n) 


f(e+ n rer 





*) Vergl. Euler, Introductio in Analysin infinitorum, Tom. l., Cap. 18, 373. 
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Da dieser Keltenbruch mit der Reihe für @/x,o) Glied für Glied überein- 
stimmt, so convergirt er für dieselben Werthe von x, wie diese, 

Ein specieller Fall der eben behandelten Reihe ist die hypergeome- 
irische Reihe F(e, ,y, x), welche der Differentialgleichune 


Ad-2)ey" + (e+PH)e)ey—oßacy = 0 
genüg!. 


$. 6. 

Wenn f(z,e) keine ganze Function ist, so steht auf der linken Seite 
der Gleichung (16*.) eine unendliche Reihe. Um ihren Convergenzbereich 
zu ermitteln, müssen wir die Grenze suchen, der sich @x,o) bei wachsendem 
o nähert. In dem Ausdrucke 

[o)2”G(e, 0) 
ist der Coefficient von :r’ 





u h,(o) 
f(o)@,(e) fto-+1)fte+2)...f(e-+v) 


wo die ganze Function A,(e) durch die Gleichung (7.) in Form einer Deter- 
minante gegeben ist. Jedes Glied dieser Determinante ist ein Product von 
v-Factoren, das aus jeder Verlicalreihe ein Element enthält, und hat daher 
die Form 


zf, (o)f.,(Q +1). . f. 


WO #ly» as ... 1, Zahlen von OÖ bis v sind. Setzt man 


(e+v—1) 


1y 


plz) = Zar’, 
so ist 
. fu,e@+x*—-D A, 
Ba  —, 0= x 
ffo-+2) 3 


und folglich 
li One HD. fuer r—1) Ay, Au, Au, 
im —— ET 
fte-+1)fto-+2)...f(o -v) er 


Daher nähert sich f(o)@,(o) bei wachsendem # der Grenze 





Be a 
ni ‚u ee, 

/ u (—1) : 

= a rn 
0 0 
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Bedenkt man, wie die Gleichung (7.) aus der Formel (5.) abgeleitet wurde. 
so erhält man zur Berechnung von b, die Recursionsformel 


ab, +a,b, , +" +ab =. 


Mittelst derselben lässt sich der Beweis für die Convergenz der Reihe 
>b,x” nach der in $. 2 angewandten Methode führen. Sind nämlich A, und 


B, die absoluten Beträge von a, und b,, so ist 
! 
B,;: an 7 ($,A14 b, A; 1 ae BA I1)- 
Wenn nun für die Werthe von x auf dem mit dem Radius R um den Null- 
punkt beschriebenen Kreise die Reihe für p(x) convergent ist, und der abso- 
lute Betrag dieser Function den Werth M nicht überschreitet, so ist 


A, << MR 
und folglich 
B., < Z{B,R-'+B 


‚R®-4 + BR»), 


y 


Bezeichnet man die rechte Seite dieser Ungleichheit mit €, ,,. so ist 


0. 223,6 
a 
oder, we! B,<C, ist 
ı1 MH ] A - 
# AR 


Daher convergirt die Reihe XC,x” und um so mehr 3b,’ innerhalb des 


2 AR e i Bro 
mit dem Radius MILE um den Nullpunkt beschriebenen Kreises. 
j ] L 


Nun ist aber 
Za,o.2b,2° = Z(ab,+ab,_, + "+ta,b)e’ = a, 
dab=1 ist. Folglich ist 


. 5 u 
RR EEE 


=) Beiläufig ergiebt sich daraus der >atz: 

Wenn für die Werthe von x auf dem mit dem Radius R um den Nullpunkt be 
schriebenen Kreise die Reihe p(z) = Na,a” convergirt und dem absoluten Betrage 
nach die Grösse AM nieht überschreitet und wenn ihr eonstantes Glied nicht ver 
:chwindet, sondern den absoluten Betrag A hat, so liegt keine Wurzel der Gleichung 
AR 
NA 


(2) = 0) dem absoluten Betrage noch unter der Grenze 
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und daher 


























a N x’ . 
- lim —— . 0 =%). 
pa) KO i 


Zu demselben Resultat gelangt man auf folgendem *) Wege: Die Function 


lim@(x,0o) 


G(x,o) ist vollständig definirt durch die Bedingungen der Differentialgleichung 
P(y)= x° zu genügen und. durch x° dividirt, in der Umgebung des Nuli- 


J 


Don 1 
punktes eindeutig und für 2 =0 gleich -—— zu werden. Setzt man 


f(o) 
ie 2 - 
y- fo 
so nimmt die Differentialgleichung P(y) = x° die Form 


Be AL p,(%, 0) a ie FE .- Pi-ı(2, 0) T 31 290 y 
(0) [(e) fte) fe) 


wo (p,(z,0)) (2=1,2,...4—1) eine ganze Function ze" Grades von o ist 





Die Coeffieienten dieser Differentialgleichung sind für alle Werthe von o, für 
die f{o) nicht verschwindet, bestimmte, endliche Funclionen von x. Schliessen 
wir daher ausser den Wurzeln der Gleichung f(e) =0 noch alle Grössen. 
welche um positive ganze Zahlen kleiner als diese Wurzeln sind, vom Ge- 
biete von eo aus, so hat diese Dillferentialgleichung nach einem weiter unten 
angeführten Satze ein ganz bestimmtes Integral, welches in der Umgebung 
des Nullpunktes eindeulig ist und für e=0 den Werth 1 annimmt. Dasselbe 
bleibt, wie die im Anfang dieses Paragraphen angestellten Betrachtungen zeigen. 
nebst seinen Ableitungen endlich, wenn o sich der Grenze » nähert. Setzen 
wir 0 = %, so lautet die Differentialgleichung, da der Coefficient von 0 in 


f(x. o) gleich p(z) und in f(o) gleich «a ist 





und daraus ergiebt sich wieder 


limf(o r"G(r.o  — . 
N, \ N, p(z) 


Die Annahme, dass p(x) von Eins verschieden ist, ist nur dann vortheilhali. 
wenn dadurch f(z,o) zu einer ganzen Function von x wird. Ist dies nich 
der Fall, so soll p(.r) = 1 angenommen werden. Dann ist 


T ’ x° 
lim@(x,o) = lim ——. 


fie) 





*=) Diese Methode hat zuerst Herr Thome (dieses Journal Bd. 66, 5. 324) ange 
wendet, um die Grenze zu ermitteln, der sich die Näherungsnenner der Gaussischon 
Kettenbrüche nähern. 
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u 


und daher convergirt die Reihe 
(16*.) <zf,(0)@(z,0+r) = 
ebenso weil, wie 


„(ext 


— fo+v) 
oder wie 
at.) = fie,o), 


d. h., innerhalb des Kreises, in dessen Innern auch @(x,0, G x.0-1.. 


sämmtllich convergiren. 
Damit diese Functionen in diesem Bereiche stets endlich bleiben. 


schliessen wir wie schon oben die Wurzeln der Gleichungen /o 0, 
fo+1)=0, ... vom Gebiete von 9 aus. Wenn man dann die Gleichungen 
u FL = ‚\ „D 
=zf,(0)@(z,0+rv) = €*, 
=f,(e+1l)@(2z,0o+v+1) = 2° us. w. 


mit gewissen Coeflicienten a, a,. ... multiplieirt und addirt. so erhält man 
eine Gleichung von der Form 
zu, = 2e,@l8,0+PV). 


Daraus schliesst man, dass eine Function, die, durch x’ dividirt. in der Um- 
sebung des Nullpunktes eindeutig ist und für «= 0 den nicht verschwindenden 
Werth a annimmt, in eine Reihe von der Form Fe, @(r,o-+-r) entwickel- 
bar ist. Strenger lässt sich dieser Satz folgendermassen beweisen. 

Ist H{x) eine Function, die, durch xz° dividirt. in der Umgebung des 
Nullpunktes eindeutig ist und für & = 0 nicht verschwindet, also von der 
Form Ie,2°*, und ist o keine Wurzel der Gleichung f(o) =O noch um eine 
sanze Zahl kleiner als eine solche Wurzel, so ist eine Function Fix) voll- 
ständig bestimmt durch die Bedingungen, dass sie der Dillferentialgleichung 


P(y) = Hia 


senügen und in der Umgebung des Nulipunktes in eine Reihe von der Form 
>a,x°'’ entwickelbar sein soll. in der a von Null verschieden ist. Denn 
diese Funclion F(x) genügt auch der homogenen linearen Dillerentialgleichung 


l ’ ! \ 
Hx)- e% H(z)P(y) = 0, 
— Ä 


deren zum Nullpunkt gehörige determinirende Fundamentalgleichung nach 


} 


einem Salze des Herrn Fuchs (dieses Journal Bd. 68. S. 372) durch o und 


Tr z ö ® a u 7 
Journal für Mathematik Bd. LXXYI. Heft 3. HU) 
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die Wurzeln der Gleichung f\o) =0 befriedigt wird. In Folge unserer An- 
nahmen bildet 9 entweder eine Gruppe für sich oder diejenige Wurzel einer 
Be deren reeller Theil am grössten ist. Das Integral dieser Differential- 
sleichung,. welches zur Wurzel o gehört, ist daher bis auf einen constanten 
Factor vollständig bestimmt. 

Wenn umgekehrt die Function F(x) durch die Reihe 


F(x) = 3a, 


segeben ist, in der a nicht verschwindet, und die in einem um den Null- 


J 


punkt beschriebenen Kreise convergirt, so ist die Reihe 
PiF(z)) = Ze,a*t' 

ebenfalls convergent und hat ein von Null verschiedenes Anfangsglied e=af(o). 
Eine Function, welche die Differentialgleichung 

> $ \ _— .’ ad - 

P(y) = Ze,” 
befriedigt und, durch .x* dividirt, in der Umgebung des Nullpunktes eindeutig 
ist und für 2=0 den Werth «= fo) annimmt, kann demnach von F(x) nicht 
verschieden sein. Alle diese Bedingungen erfüllt aber die Reihe 

=c,G(2,0-+rv). 
Denn sie convergirt in dem Bereiche, in welchem Ie,x°'”’ und G(z, o) con- 
vergiren und genügt der Differentialgleichung 


TER Sa m0rV 
Pe ee 
weil 
P(Zc,G(x2,0+v)) = Zc,P(G(x,0+r)) 
und 
)((}/» ,\ En oTV 
P(G(x,0o+r)) = ® 
ist, Daher muss 
F (2 so 20, (ir ($, 0 =) v) 


sein. 
So folgt z. B. aus der in $. 1 benutzten Relation 
P(a*) = *f(a, 0) = Ef, (e)a* 
die Gleichung 


16%)  Zf,(0)@(&,o+r) = a®. 


Dies ist eine einfache Verification der Br welche oben durch eine müh- 
same Rechnung abgeleitet wurde. 
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Wenn keine Wurzel der Gleichung f oe) =0 eine posilive ganze Zahl 
oder Null ist, so lässt sich jede in der Umgebung des Nullpunktes eindeutige 
und stetige Funclion von x in eine Reihe entwickeln, welche nach deı 
Functionen 

G(x,0) 


Ei Gr, 1), 

fortschreitet und innerhalb eines um den Nullpunkt beschriebenen Kreises con- 
vergirt, in dessen Innern sowohl die zu entwickelnde Function als auch die 
Entwickelungsfunclionen eindeutig und stetig sind. 


Berlin. den 15. April 1973. 
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Ueber den Begriff der Irreduetibilität in der Theorie 
der linearen Differentialgleichungen. 


(Von Herrn @. Frobenius.) 





D:: allgemeine Integral einer gewöhnlichen Differentialgleichung 4 
Ordnung hängt nicht von einer, sondern von 44-1 unabhängigen Veränder- 
lichen ab, von denen die eine, nach welcher die gesuchte Function in der 
gegebenen Gleichung differentiirt wird. die Variable senannt wird, die übrigen 
, aber, welche nicht in die Dilferentialgleichung eingehen, als willkürliche 
Constanten bezeichnet werden. In Folge davon ist man gewohnt, eine Diffe- 
rentialgleichung als das Resultat der Elimination der willkürlichen Constanten 
aus einer Function und ihren Ableitungen aufzufassen. 

In der neueren Zeit aber hat sich noch eine andere, von der früheren 
etwas abweichende Anschauung über die Differentialgleichungen geltend ge- 
macht. Man bemerkte nämlich, dass, wenn ein so unbestimmter Ausdruck er- 
laubt ist, die Integrale der Differentialgleichungen meistens in höherem Maasse 
vieldeulig sind, als ihre Coelficienten, dass also, um bei dem einfachsten Falle 
stehen zu bleiben, die Integrale von Dilferentialgleichungen mit eindeutigen 
Coeflicienien in der Regel mehrwerthige Functionen sind. Daher ist es jetzt 
auch gestattet, die Differentialgleichungen als Gleichungen aufzufassen, in deren 
Coefficienten die Vieldeutigkeit der sie befriedigenden Funclionen ganz oder 
zum Theil verwischt erscheint, und die deshalb zur Definition mehrwerthiger 
"unetionen in besonderer Weise geeignet sind. 

Nach der ersten Anschauungsweise heisst eine Differentialgleichung 

Ordnung vollständig integriren: einen ihr genügenden Ausdruck angeben, 
der z von einander unabhängige willkürliche Constanten enthält; nach der 
zweiten: den Verlauf der sie befriedigenden analytischen Functionen durch 
die ganze Ebene, insbesondere in der Umgebung der Verzweigungs- und 
Unstetigkeitswerthe verfolgen. Die erste Aufgabe hat für die angewandte. 
die zweite für die reine Analysis höheres Interesse. Indessen ist nicht zu 
verkennen, dass der Unterschied zwischen beiden Betrachtungsweisen nich! 
so gross ist, wie es vielleicht den Anschein hat, und mehr die Form als die 


y 1 
Sache anseht. 
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Meine Bemühungen, den Begriff der Irreduetibilität. welcher für die 
sanze Mathematik und namentlich für die Theorie der algebraischen Glei- 
chungen von einer so hervorragenden Wichtigkeit ist, auch in die Lehre von 
den Differentialgleichungen einzuführen, blieben so lange erfolelos. als ich die 
[frühere Anschauungsweise festhielt. Den Grund davon wird eine Vergleichung 
mit den algebraischen Gleichungen leicht aufhellen. So lange man deren linke 
Seite als ein Produet von linearen Facloren auffasst, sind sie stets reduetibel. 
Geht man dagegen von einer auf irgend eine Weise. z. B. durch einen 
ot nach den 


> 


periodischen Kettenbruch gegebenen irralionalen Zahl aus und fra 
algebraischen Gleichungen mit rationalen Coeffieienten,. denen sie genügt, so 
wird man sofort darauf eeführt,. die eine, welche in allen andern als Factor 
auftritt. als irreductibel, die übrigen aber als reductibel zu bezeichnen. 

Von der zweiten Anschauung über die Differentialgleichungen aus- 
sehend, nenne ich eine Differentialgleichung, deren Coelfieienten in einem 
sewissen Theile der Ebene eindeutig definirte analylische Funelionen sind. 
irreduelibel, wenn sie mit keiner Differentialgleichung niedrigerer Ordnung 
oder bei gleicher Ordnung niedrigeren Grades, deren Coelffiecienten in dem- 


—_ 


nJ 


selben Flächenstück einwerthige analytische Funetionen sind, ein Inlegral ge- 
meinsam hat. Dieser Definition gemäss ist z. B. jede algebraische Differential- 
sleichung. unter deren Inlegralen sich algebraische Funelionen befinden, re- 
ductibel, weil sie mit einer algebraischen Differentialgleichung nullter Ordnung 
Integrale gemeinsam hat. 

Weil aber von der allgemeinen Theorie der Differentialgleichungen wenig 
mehr. als der Satz des Herrn Weierstrass über die Existenz ihrer Integrale 
bekannt ist. so werde ich mich, um den Begriff der Irreduetibilität zu er- 
läulern, auf die Differentialgleichungen von einer höheren als der ersten 
Ordnung beschränken, deren Theorie allein genauer erforscht ist, auf die 
linearen. Und da es mir bei der Einführung eines neuen Begriffs weniger 
auf Allgemeinheit, als auf Genauigkeit ankomm!, so werde ich nur die zuersl 
von Herrn Fuchs (dieses Journal Bd. 66, S. 146) untersuchte merkwürdige 
Klasse von homogenen linearen Differentialgleichungen in den Kreis meiner 
Untersuchungen ziehen, deren Integrale nur eine endliche Anzahl singulärer 


Stellen haben und an jeder derselben. «, mit einer endlichen Potenz von za 


1 ” N re i o y . ’ 
‚oder — für a = °) multiplieirt, endlieh bleiben. Wenn eine solche mit 
> 


einer anderen von derselben Beschaffenheit aber niedrigerer Ordnung ein In- 
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tegral gemeinsam hal, so soll sie reduclibel, im entgegengesetzten Falle irre- 


duclibel genannt werden. Wo im Folgenden von einer linearen Dilfferential- 





gleichung schlechthin gesprochen wird, soll stels eine solche darunter verstanden 
werden. Ehe ich aber an die Herleitung der Eigenschaften der irreductibeln 
linearen Differentialeleichungen gehen kann. muss ich zwei Hülfssätze be- 


weisen, aul denen die weitere Entwicklung zum grössten Theile beruht. 


5,4, 
Die Functionen Y,. 9» -.. %, seien durch A nach ganzen posiliven 


Potenzen von z—.r, fortschreitende Reihen definirt. die innerhalb eines mi! 
dem Radius r um den Punkt x, beschriebenen Kreises sämmtlich convergiren. 
Wir beschränken alsdann die Veränderlichkeit von x vorläufig auf die Fläche 
dieses Kreises. Besteht zwischen diesen Funclionen eine homogene lineare 
Gleichung mit constanten Coelfficienten 
ayırayr ran =, 
so ergiebt sich, indem man dieselbe wiederholt differentirt, und aus ihr und 
den 4—1 ersten aus ihr abgeleiteten Gleichungen die Constanten ©, &s --. €, 
eliminirt, das Verschwinden der Determinante 
D = ZtyylP...ya® 

in der y\’ die 1° Ableitung von y,. bedeutet. Aber auch umgekehrt folg 
aus dem Verschwinden des Ausdrucks D, den wir die Determinante deı 
Funetionen Yı» Ya, -.. Y, nennen wollen, das Bestehen einer homogenen 
linearen Gleichung mit constanten Coeflicienten zwischen den A Funcliönen. 

Um dies zu beweisen. nehmen wir zunächst an, dass die Unterdeter- 
minante (A—1)!en Grades, D’, welche in der Entwicklung von D den Coelli- 
cienten von y‘" bildet, nicht identisch verschwindet. Löst man dann die 
,—1 homogenen linearen Gleichungen 


aYı +29 +e4syp =d, 
su») 1z.u) 1.22.34" — Ä{ 
A) a Fa Fetzi ), 
. i—2 a —2) | IL m.9(4=2) 
\ z.9ı +2, y\ ) | +2,94, 0 
nach den Unbekannten z,, 3. ... 3, anf, so erhält man gemäss unserer Vor- 


aussetzune für die Verhältnisse 
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völlig bestimmte endliche Functionen. Diese müssen in Folge der Annalıme 
D=0 auch die Gleichung 

I ruyr etz 0 
befriedigen. Mit Berücksichtigung derselben erhält man aus dem Gleichungs- 


system (A.) durch Differentialion das folgende: 


\ Sı Sy: | 2%} VÖ, 
. (1) wi (1) N . (1, 
(B.) 2 Yı TaYE Teer Ö, 
Et | 

\ 2] Y f \ I E S 4 Y S | Re? ] 2 ! Y y 4 - 0, 


F7 


in welchem z, die Ableitung von z, bezeichnet. Da aber durch die Glei- 


z 


chungen (A.) die Verhältnisse 


=; 5 “i—] 


vollständig bestimmt werden, so müssen sich aus dem mit (A.) identischen 


Gleichungssystem (B.) für die Verhältnisse 


a 
au 
Sn 

| 


S D d Zr 2x C, 
. er = ” £ _ ni Ü, T ” — Ai i 
Si 3, de 2 22 GC 


sein, Wenn €,, EC. ... €, Constanten sind. von denen ce, willkürlich, aber von 
Null verschieden ist. Aus der ersten Gleichung des Systems (A.) folgt daher 
dıe Relation 

C.) YHtoypt+ top =d. 

Wenn D'=0 ist, aber die Unterdeterminante (4— 2)! Grades D”, 
welche in D’ den Coelfficienten von 947 bildet, nicht identisch verschwindet. 
so ergiebt sich auf demselben Wege eine Relation von der Form 

Gy tot "+ CG-ıyfi-ı = V, 
in welcher e;_, ven Null verschieden ist. Indem man so weiter schliesst. 
beweist man, dass aus der Annahme D=o stets eine Gleichung von der 
Form (C.) folgt, in welcher die Constanten e,. €.» ».. €, nicht sämmtlich 
verschwinden, wenn man bedenkt. dass auch die Gleichung y,=0 unter dieser 


"orm enthalten ist, 


Im Folgenden sollen mehrere Funetionen von einander unabhängig ge- 
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nann! werden, wenn zwischen ihnen keine homogene lineare Gleichung mit 
constanten Coefficienten besteht. Alsdaun können wir den Satz aussprechen: 

Wenn mehrere Functionen von einander unabhängig sind, so ist ihre 
Determinante von Null verschieden: wenn sie aber nicht von einander unab- 
hängig sind, so ist ihre Determinante gleich Null. 

Derselbe ist zunächst nur für das Innere des mit dem Radius r um 
den Punkt x, beschriebenen Kreises bewiesen. Nach einem bekannten Theorem 
der Functionentheorie ergiebt sich daraus seine Gültigkeit für alle Theile der 
Ebene, nach denen hin man die 4 Funclionen sämmtlich fortsetzen kann, vor- 
ausgeselzt, dass man unter %Y,» Y:, -.. 9, Stets simultane Werthe dieser 
lunclionen versteht, d. h. solche, welche sie annehmen. wenn sie alle auf 
demselben Wege fortgesetzt werden. 

Man leitet den bewiesenen Salz gewöhnlich aus der Theorie der 
linearen Differentialgleichungen ab. Es kam mir hier darauf an. ihn unab- 
hängie von dieser Lehre zu begründen. 


S. 2. 


Seien wieder eine oder mehrere Funclionen «, ®, w, ... durch Reihen 


b 
definirt, die nach ganzen positiven Potenzen von 2 — x, fortschreiten und in 
der Umgebung des Punktes x, convergiren. Wir nehmen an, dass dieselben 
sich über die ganze Ebene mit Ausschluss einer endlichen Anzahl singulärer 


Stellen forlsetzen lassen und an jedem singulären Punkte, «, mit einer end- 
. r I .. . .. . . 
lichen Potenz von 2 —a (oder = für a - 0) multiplieirt, endlich bleiben. 


Denkt man sich, dass die unabhängige Veränderliche x von x, aus alle mög- 
lichen durch keinen singulären Punkt hindurchführenden geschlossenen Wege 
durchläuft, so gehen die gegebenen Funelionenelemente in die sämmtlichen 
verschiedenen Zweige der Functionen «, ®, w, ... über. Von diesen setzen 


wir voraus, dass sie sich alle in der Form 


Ce, Yı | Gy C;Y; 
darstellen lassen. wo €. &. ... ec, CGonslanten sind und Y,. Y%, ... 9, von 
einander unabhängige Zweige der Funclionen «, ve, w, ... bezeichnen, oder. 


um diese im Folgenden oft wiederkehrende Bedingung kürzer auszu”räcken. 
wir nehmen an, dass unter den verschiedenen Zweigen der Funetionen 


4,0, %, ... nur 4 von einander unabhängige enthalten sind. 
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Setzt man nun 
Ztyyl”...y” = Dy®-+ Dy®’+.-+D;y, 
so isi D als Determinante von Z unter einander unabhängigen Funetionen von 
Null verschieden, und die lineare Differentialgleichung 
P-— y- - yAD- ch Ay -Q 
hat die Funclionen %,. %. -». 9, und daher auch ihre linearen Verbindungen 
4, c, @, ... zu parliculären Integralen. Durchläuft x irgend einen „e- 
schlossenen Weg. so verwandelt sich y, der Annahme nach in einen Aus- 
druck von der Form 
CaYyıt CaYyat C,Y;> 
und daher gehen D, D,. ... D, nach dem Multiplicationstheorem der Deter- 
minanten in sich selbst über. multiplieirt mit der Determinante 
Eu et. 

Wenn die Constanle C für irgend einen der geschlossenen Wege. die 
x durchlaufen kann. den Werth Null hätte, so würde D auf dieser Linie in 
CD=0O übergehen und mithin ein Zweig der Function D identisch ver- 
schwinden. Dann müssle aber die analytische Function D überhaupt gleich 
Null sein, was nicht angeht. Da also Ü für jeden Weg einen bestimmten, 
von Null verschiedenen, endlichen Werth hat, so kann der Bruch = durch 
C gehoben werden, und folglich sind die Coeffieienten der linearen Dille- 
rentialgleichung P=0 eindeutige Functionen von x. Da sie aber ebenso wie 
a, c, w, ... an jeder Stelle, @«. mil einer endlichen Potenz von z—a (oder 


1 Rn N . . . . . en . . . 5 
— für a= x) multiplieirt. endlich bleiben. so müssen sie ralionale Funclionen 


von x sein. Weil deren Nenner alle zusammen nicht unendlich olt ver- 
schwinden können. so besitzt die Dilferentialgleichung P=- 0 nur eine end- 


liche Anzahl singulärer Punkte *) und hat mithin in Folge der Beschallenheit 


*) Die singulären Punkte einer linearen Differentialgleichung sind nieht identisch 
mit den singulären Punkten der sie befriedigenden Funetionen. Die letzteren sind 
diejenigen Stellen, an denen die Entwickelbarkeit der Integrale, die ersteren diejenigen, 
an denen, falls der Coeffieient der höchsten Ableitung gleich Eins ist, die Entwickel- 
barkeit der Coefiicienten nach ganzen positiven Potenzen der Aenderung des Argu 
ments aufhört. Zu den singulären Punkten der Difierentialgleichung gehören ausser 
den singulären Punkten der Integrale noch die ausserwesentlich singulären Stellen. 
(Vergl. die Abh. des Herrn Fuchs, dieses Journal, Bd. 68, S. 378.) 


Journal für Mathematik Bd. LXXVL Heft 3. 31 








242 Frobentius, über Irreduetibilität linearer Differentialgleichungen. 


ihrer Integrale die Form 


a; Pı @—1) ; Ps (4—?) ı ‘ PR > 
DE TR ur | = 0, 


re A, | 


WO pP, Pıs +». pP, ganze Functionen sind, p keinen quadratischen Divisor hat. 
und p,, wenn p vom ut" Grade ist, den z(1ı— 1)!" Grad nicht überschreitet. 
Damit ist der Satz bewiesen: 

Wenn mehrere über die ganze Ebene fortsetzbare analytische Functio- 
nen nur eine endliche Anzahl singulärer Stellen haben und an jeder derselben, 
mit einer endlichen Potenz der Aenderung des Arguments multiplieirt, endlich 
bleiben, und wenn unter ihren verschiedenen Zweigen nur 4 von einander un- 
abhängige enthalten sind, so genügen sie einer linearen Differentialgleichung 
„ter Ordnung. 

Functionen der angegebenen Art sind z. B. die Wurzeln einer alge- 
hraischen Gleichung, deren Coelficienten rationale Functionen einer Variablen 
sind. Von diesen gilt also der Satz: 

Wenn sieh die Wurzeln einer algebraischen Gleichung durch 4 unter 
ihnen und nicht durch weniger als 4 linear mit constanten Coefficienten aus- 
drücken lassen, so genügen ste einer linearen Differentialgleichung MH Ordnung. 

Man kann umgekehrt die Frage aufwerfen, unter welchen Bedingungen 
eine lineare Differentialgleichung algebraische Integrale hat. Wenn eine Dilfe- 
ventialgleichung durch eine Wurzel y einer irreductibeln algebraischen Glei- 
chung zwischen x und y befriedigt wird. so müssen ihr auch die sämmtlichen 
verschiedenen Zweige der Function y, d. h. alle Wurzeln jener irreductibeln 
Gleichung genügen. Wenn diese sich durch « von ihnen linear mit constanten 
Coelficienten ausdrücken lassen, so genügt y einer linearen Dillerentialglei- 
chung «te Ordnung, die nur algebraische Integrale hat, während die gegebene 
Dilferenlialeleichung ausserdem noch andere haben kann. Die Frage nach 
der Integrabilität einer linearen Differentialgleichung durch algebraische 
Functionen zerlegt sich somit in die zwei Fragen, ob eine lineare Dille- 
rentialgleichung mit einer andern niedrigerer Ordnung Integrale gemeinsam 
hat. und ob sie nur algebraische Funclionen zu Integralen hat”). Und das 
erstere Problem ist es, auf das ich in diesem Aufsatze die Aufmerksamkei! 
zu lenken wünsche. 


V 1 


Vergl. Abel, oeuvres completes, Tom. II., pag. 180. 
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Wir gehen nach diesen vorbereitenden Sätzen an die Exposition des 
in der Einleitung definirten Begriffs einer irreductibeln linearen Differential- 
sgleichung. 

Unter den sämmtlichen Zweigen einer Funelion. die einer linearen Diffe- 
rentialgleichung te! Ordnung mit eindeutigen Coefficienten genügt, können nicht 
mehr als A von einander unabhängige enthalten sein. Befinden sich unter ihnen 
nur « solche, wo u <Z4 ist, so genügt die Function nach dem im $. 2 enl- 
wickelten Satze einer linearen Differentialgleichung «Wr Ordnung, und mithin ist 
die gegebene Differentialgleichung 41° Ordnung reductibel. Daraus folgt umgekehrt: 

I. Die Anzahl der unter einander unabhängigen Zweige jedes par- 
tienlären Integrals einer irreductibeln linearen Differentialgleichung ist genan 
gleich der Ordnung der Differentialgleichung. 

Wenn aber die Differentialgleichung 4er Ordnung reduclibel ist und 
mit einer «ter Ordnung («u <%) ein Integral gemeinsam hat, so befinden sich 
unter den verschiedenen Zweigen dieser Funelion, da sie einer linearen Dille- 
renlialgleichung «ter Ordnung genügt, nicht mehr als «, jedenfalls also wenizer 
als 4 von einander unabhängige. Daraus schliesst man: 

il. Unter den Integralen einer reductibeln linearen Differentialglei- 
chung befinden sich stels einige, unier deren verschiedenen Zweigen weniger 
con einander unabhängige enthalten sind, als die Ordnung der Differential- 
gleichung angiebt. 

Wenn eine Function y eine lineare Differenlialgleichung beiriedigt, so 
senügen derselben auch die sämmtlichen verschiedenen Zweige dieser Funelion 
Angenommen, y ist ein Integral einer irreductibeln Differentialgleichung «ut 
Ordnung, so befinden sich unter ihren verschiedenen Zweigen genau ı von 
einander unabhängige Y,» 9, -.. 9,, durch die sich alle andern linear aus- 
drücken lassen. Wenn nun y noch einer andern Differentialgleichung. 4% 
Ordnung, genügt, so müssen auch Y,, Y3» --. 9%, dieselbe befriedigen und 
folglich auch der Ausdruck a yı+G9+'+e,Yy,. in dem die Constanten 
CC ... ec, ganz willkürlich sind, d. h., das allgemeine Integral der irre- 
duetibein Differentialgleichung. Somit gilt der Satz: 

Il. Wenn eine lineare Differentialgleichung mit einer irreduetibeln 
ein Integral gemeinsam hat, so hat sie auch alle Integrale mit ihr gemeinsam. 


Wenn eine Differentialgleichung 4!“ Ordnung reduelibel ist, so hat sie 


mil einer «ter Ordnung (u ),) ein Integral y gemeinsam. Die verschiedenen 
31” 
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Zweige dieser Function lassen sich durch einige von ihnen, Yı» Y» ..: 9, 
die unter einander unabhängig sind, linear ausdrücken. Ihre Anzahl v kann 
höchstens gleich « sein. Dann genügt y nach dem Satze des $. 2 einer 
Dilferentialgleichung vter Ordnung, deren allgemeines Integral e,y, + © y++ €, y, 


ist. Jeder Differentialgleichung, der y genügt, müssen aber auch y,, Yy» -.. 9, 
genügen. Daher befriedigt a y+&Y.+--+c,y, die reductible Differential- 


gleichung Ater Ordnung. Daraus fliesst der Satz: 

IV. Wenn eine lineare Differentialgleichung reductibel ist, so giebt es 
eine lineare Differentialgleichung niedrigerer Ordnung, mit der sie alle Inte- 
grale gemeinsam hat. 

Die letztere kann wieder reductibel sein. Dann giebt es wieder eine 
lineare Differentialgleichung niedrigerer Ordnung, mit der sie alle Integrale 
gemeinsam hat, und wenn diese noch nicht irreductibel ist, auch für sie eine. 
Da aber die Ordnungen dieser verschiedenen Differentialgleichungen eine ab- 
nehmende Reihe bilden, die nicht mehr als 4 Glieder enthalten kann. so 
schliesst man: 

V. Wenn eine lineare Differentialgleichung reductibel ist, so giebt es 
eine oder mehrere irreductible Differentialgleichungen, mit denen sie alle Inte- 
grale gemeinsam hat. 

Ich mache aber gleich darauf aufmerksam, dass es hier nicht, wie bei 
den reductibeln algebraischen Gleichungen stets mehrere irreductible Diffe- 
rentialgleichungen geben muss, mit denen eine reductible alle Integrale ge- 
meinsam hat, und dass. wenn es mehrere giebt, die Summe ihrer Ordnungen 
kleiner sein kann, als die Ordnung der reductibeln Differentialgleichung. 


8. 4. 


Wenn die lineare Differentialgleichung P=0 mit der linearen Difle- 
rentialgleichung niedrigerer Ordnung Q = 0 alle Integrale gemeinsam hat, so 
kann sie. da sie ausserdem Integrale hat. welche Q nicht annulliren, auch 
singuläre Stellen haben. an denen die Nenner der Coelficienten von Q nich! 
verschwinden. Umgekehrt kann aber auch die Differentialgleichung Q =, 
trotzdem alle ihre Integrale die Gleichung ?P=0 befriedigen, singuläre Stellen 
haben. an denen die Coefficienten von P nicht unendlich werden. Ist a eine 
solche. so kann hier freilich kein Integral der Differentialgleichung (= 0 


unstelig werden oder sich verzweigen, da sonst auch ein Integral von P = UV 
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und folglich auch diese Dilferentialgleichung selbst an « einen singulären Punkt 
hätte. Daher muss « ein ausserwesentllich singulärer Punkt der Differential- 
sleichung Q=Ö sein. 

Der Unterschied zwischen einem nicht sineulären und einem ausser- 
wesentlich singulären Punkte einer Differentialgleichung «ter Ordnung 0 = 0 
besteht bekanntlich darin, dass an einer nicht singulären Stelle « sich « Inte- 
srale finden lassen, deren Entwickelungen nach ganzen positiven Polenzen 
von z—a der Reihe nach mit 


) u—I1 


(z-a), (2-a), ... (a-a 
anfangen, an einer ausserwesentlich singulären Stelle a aber « Integrale. 
deren Entwickelungen nach ganzen positiven Potenzen von 2 —a mil 


[ f 


2-0", |8-60)% ..+ T—a)e 
beginnen, wo die unter einander verschiedenen positiven ganzen Zahlen o,. 
0% -.. 0, nicht mit den Zahlen 0, 1. ... «—] übereinstimmen, also nicht 


sämmtlich kleiner als « sind. Ist 


erg 


it) 


I a2 7 Zus 


und 


| 


f(z,0) = e(e-1)...(oe—u+1)+(@-a)geo(e—1)...(e—-ur2)+ + (2-a)"g.; 


In 


o sind 0, 0% ».. 0, die Wurzeln der Gleichung 1°" Grades 
f\a,0) =, 

welche Herr Fuchs die zum singulären Punkte « gehörige delerminirende 

Fundamentalgleichung nennt. Wenn eine ihrer Wurzeln grösser als A—1 ist, 

so ist a auch für die Differentialgleichung 4° Ordnung P=0 ein ausser- 

wesenllich singulärer Punkt. Daraus ergiebt sich der Satz: 

l. Wenn eine lineare Differentialgleichung mit einer andern niedrigerer 
Ordnung alle Integrale gemeinsam hat, so sind alle singulären Punkte der 
letzteren, welche es nicht zugleich für die erstere sind, ausserwesentlich singu- 
fire Punkte, für welche die Wurzeln der zugehörigen determinirenden Funda- 
menlalgleichung kleiner als die Ordnung der ersten Differentialgleichung sind. 

Wenn eine Differentialgleichung reduclibel ist. so giebt es eine Dille- 
rentialgleichung niedrigerer Ordnung, mit welcher sie alle Integrale gemein- 
sam hat. Nun hat die letztere in der Umgebung einer singulären Stelle «a 
stets solche Integrale, die bei einem Umlauf der Variablen um den Punkt «a 


in sich selbst, mit einer Constanten multiplieirt, übergehen. Daher muss eins 
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derjenigen Integrale der reductibeln Dilferentialgleichung, welchen dieselbe 
Eigenschaft zukommt, einer Differentialgleichung niedrigerer Ordnung genügen. 
Die Anzahl dieser Integrale ist im Allgemeinen eine endliche, wenn man zwei 
Integrale, deren Quotient constant ist, nicht als verschieden betrachtet. Wenn 
die reductible Differentialgleichung nicht gerade von dieser Regel eine Aus- 
nahme macht, so kann man eine bestimmte Anzahl von ihren Integralen an- 
geben, unter welchen sich die befinden müssen, die eine Differentialgleichung 
niedrigerer Ordnung befriedigen. Da dieser allgemeine Fall somit eine be- 
sondere Beachtung verdient, so stellen wir uns die Aufgabe, die Bedingungen 
zu ermitteln, unter denen er keine Ausnahme erleidet. 

Wenn ein Integral einer linearen Dilferentialgleichung ter Ordnung 
bei einem Umlauf von x um a in sich selbst, mit r multiplieirt, übergeht. so 
ist r eine Wurzel einer bestimmten Gleichung ten Grades. welche Herr Fuchs 
die zum singulären Punkte a gehörige Fundamentalgleichung nennt. Ist ı 
eine einfache Wurzel derselben, so giebt es nur ein einziges Integral, welches 
bei einem Umlauf der Variablen um @ mit r multiplieirt wird (vergl. d. Abh. 
d. Herrn Fuchs, dieses Journal, Bd. 66, S. 132, insbesondere das Gleichungs- 
system (5.)). Ist aber r eine (z--1)fache Wurzel, so entsprechen ihr genau 
2+1 unter einander unabhängige Integrale. Diese haben in der Umgebung 
von a die Gestall 

y= prYlog(e—-a)+-+gy,(log(z—a))*, 
WO os Sir »»- @, Funelionen sind, die bei einem Umlauf von z um a in 
sich selbst mit r multiplieirt übergehen. und die auch zum Theil identisch 
verschwinden können. Der Exponent der höchsten in diesen Integralen wirk- 
lich vorkommenden Potenz von log(r-—-a) kann nicht grösser als z sein 
Wenn er gleich z ist, so entspricht der Wurzel r nur ein einziges Integral. 
in dem keine Logarithmen vorkommen. 

Dem Beweise dieser Behauptung schicken wir eine allgemeine Be- 
merkung voraus. Ist y, ein Integral von der Form 


[3 


Yu = Put Plog(e-a)++Y,.(log(2—-a))", 


WO %,. von Null verschieden ist, so geht y, bei einem Umlauf von x um a 
in y.+2röuy,_, über, wo 


Ya-ı = Part Pu-11l0g (Ca) + "+ Pu-ı,u-\ (log (2 a))“=' 


ist. und 9,10 = Puu, also von Null verschieden ist. Da y,_, ebenfalls ein 
Integral der Differenlialgleichung sein muss, so schliessen wir daraus: Wenn 
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der Wurzel r ein Integral entspricht. in welchem die höchste vorkommende 
Potenz von log(z—a) die u!® ist, so entspricht ihr auch ein Integral. in 
welchem diese Potenz die v'® ist, wo rv irgend eine Zahl von O bis u —1 
sein kann. 

Wenn daher der Wurzel r ein Integral entspricht, in welchem die 
höchste auftretende Potenz von log/x—a) die z'* ist, so entsprechen ihr 
z+1 Integrale, y,, %ı, ..- %,, in denen diese Potenz der Reihe nach die 
ote, 1te, ... zte ist, und die desshalb unter einander unabhängig sind. Da 
einer (2+1)fachen Wurzel r nicht mehr als z-+1 von einander unabhängige 
Integrale entsprechen, so muss sich jedes Integral, y,, das bei einem Umlauf 


von x um a in sich selbst mit r multiplieirt, übergeht, in der Form 


= Gyt ayıt te, y, 
darstellen lassen. Vergleicht man auf beiden Seiten dieser Gleichung die 
Coefficienten von (log(x—.«a))’, so erkennt man, dass e,—=0 ist; vergleicht 
man dann die von (log(x-a))”"", so findet man, dass auch e,_,=0 ist, u. s. w. 
Daher ist y, = «,y,,. also von 9, nicht verschieden. 

Damit umgekehrt die Dilferentialgleichung nur ein einziges Integral 
besitzt. welches bei einem Umiauf von z um «a in sich selbst übergeht, multi- 
plieirt mit der (2-+1)fachen Wurzel r der zu a gehörigen Fundamentalglei- 
chung, darf der Exponent der höchsten Potenz von log(r—a), welche in den 
der Wurzel r entsprechenden Integralen vorkommt, nicht kleiner als z sein. 
Sei. um dies zu beweisen, 3, das Integral, das bei einem Umlaufe von x um 
a mit r mulliplieirt wird. Ist z>0. so muss die Differentialgleichung noch 
andere zur Wurzel r gehörige Integrale haben, und da y, das einzige Integral 
seiner Art sein soll. so müssen dieselben Logarithmen enthalten. Nach der oben 
semachten Bemerkung muss aber. wenn der Wurzel r überhaupt Integrale mit 
Logarithmen entsprechen, sich unter ihnen auch eins von der Form 

Yı Pıyuo tr Yıilog ra 
beiinden. Da nach einem Salze des lierrn Fuchs (dieses Journal Bd. 68, 
5. 356) der Coeflieient der höchsten in einem Integrale auftretenden Potenz 
von log(z—a) ebenfalls die Differenliaigleichung befriedigt, und da derselhe 
bei einem Umlaufe von z um «a mit r multiplieirt wird, so muss, bei passender 
Verfügung über den in y, enthaltenen constanten Factor, %,,=9y, und daher 


Y = YınTr ylogc—a 


sem. Venn noch ein zweites Intesral existirt. in welchem die höchste vor- 














248 Frobenius, über Irreduchbihtat linearer Differentialgleichungen. 





kommende Potenz von log(z—a) die erste ist, so hat es die Form 





Yyı = int yulog(2—a). 
Daher ist 

YM—yı = Po Pin = Yo: 
weil diese Dillerenz zweier Integrale die Dillerentialgleichung befriedigt und 
bei einem Umlauf von x um a mit r multiplicirt wird. Jedes der Wurzel » 
entsprechende Integral, welches log(«—.«a) nur in der ersten Potenz enthält. 
lässt sich also durch y, und y, linear ausdrücken. Wenn aber 2 >1 ist. so 
entsprechen der Wurzel r mehr als zwei unter einander unabhängige Inte- 
srale. In diesen müssen also höhere Potenzen von log(x —a) auftreten. und 
folglich gieht es unter ihnen auch eins von der Form 


Y% = Pot 1log(2—a)+y,(log(2—a))*. 
Ist 

y: = 204 P.log(z—a)+yu(log (© —a))' 
ein zweites von derselben Form, so ist 

92 = (Pr Pa) + (Pa Pa)log(2— a) = ay+Cıyı- 

Daher lassen sich alle Integrale, welche log (cr —.«a) höchstens in der zweiten 
Potenz enthalten, durch y,. Yı. Y, linear ausdrücken. Indem man so weiter 
schliesst. erkennt man, dass wenn der Wurzel r nur ein einziges Integral 
ohne Logarithmen entsprechen soll, die höchste Potenz von log (x—a), welche 
in den der Wurzel r entsprechenden Integralen vorkommt, die z'° sein muss. 
Wir können also den Satz aussprechen: 

II. Damit eine lineare Differentialgleichung nur eine endliche Anzahl 
von Integralen besitzt, welche bei einem Umlauf der Variablen x um eine sin- 
quläre Stelle a in sich selbst, mit einer Constanten multiplieirt, übergehen, ist 
nothwendig und hinreichend, dass die Wurzeln der zum Punkte a gehörigen 
Fundamentalgleichung entweder alle unter einander verschieden sind, oder dass 
die höchste Potenz von log(x—a),. welche in den einer (z--1)fachen Waurze! 
entsprechenden Integralen wirklich vorkommt, die z'° ist. 

Erinnert man sich nun des Ausgangspunktes dieser ganzen Entwicke- 
lung. so gelangt man zu dem Satze: 

Il. Wenn die Wurzeln der Fundamentalgleichung, welche zu einer 
singulären Stelle a einer reductibeln linearen Differentialgleichung gehört, alle 
unter einander verschieden sind, oder wenn die höchste Potenz von log(.r—a,. 
welche in den einer (z--1) fachen Wurzel entsprechenden Integralen vorkommt, 
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die 2 ist, so muss eins der Integrale, welche in der Umgebung von a kein 
Logarithmen enthalten, und deren Anzahl höchstens gleich der Ordnung de: 
Differentialgleichung ist, einer Differentialgleichung niedrigerer Ordnung genügen 

Wenn man nun eine Differentialgleichung Ater Ordnung, die einen sin- 
gulären Punkt von der angegebenen Beschaffenheit besitzt. integriren kann. 
d.h. wenn man den Verlauf ihrer Integrale durch die ganze Ebene zu ver- 
folgen vermag. so wird man durch diesen Salz in den Stand »eselzt. die 
Frage, ob sie reduclibel oder irreduclibel ist, zu entscheiden. Man hat näm- 
lich nur zu ermitteln, ob sich unter den Integralen, die bei einem Umlauf von 
z um a in sich selbst, mit einer Constanten multiplieirt, übergehen, eins be- 
findet, unter dessen verschiedenen Zweigen wenieer als 4 von einander un- 
abhängige enthalten sind. Zur Ausführung dieser Untersuchung ist nur die 
Kenntniss der linearen Relationen erforderlich, welche zwischen den Intesralen 
der verschiedenen, den einzelnen singulären Punkten entsprechenden Funda- 
menlalsysteme bestehen *). 

In besonders einfacher Weise lässt sich die Bedingung dafür. dass eine 
gegebene Differentialgleichung 4° Ordnung mit einer «te Ordnung alle Inte- 
srale gemeinsam hat, angeben. wenn keine der zu den sineulären Punkten 
gehörigen Fundamentalgleichungen mehrfache Wurzeln hat. Man verbinde 
eine Verzweigungsstelle « mit allen andern durch Linien Z, die durch keinen 
Verzweigungspunkt hindurchführen. Das bei der gemachten Annahme voll- 
ständig bestimmte System der Integrale. weiche bei einem Umlauf um eine 
Verzweigungsstelle in sich selbst übergehen, multiplieirt mit den verschiedenen 
Wurzeln der zu ihr gehörigen Fundamentlalgleichung, soll das diesem sinen- 
lären Punkte entsprechende Fundamentalsystem genannt werden. Es seien 
Yıs 9» +» 4, die Integrale des zum Verzweigungspunkle a, 3. 3. -.. 3, die 
des zu einem andern b gehörigen Fundamentalsystems, und es verwandle sieh 
y,, wenn es von a längs der nach 5 führenden Linie Z fortgesetzt wird. 
Cı3ı+6,>3+°++c,;3; Alsdann müssen unter diesen A linearen Ausdrücken 
ıı sein, welche von den 4 Funclionen z,. 3» ... 3, nur « enthalten, oder e- 
muss. bei passend gewählter Bezeichnung der Integrale, auf der Linie /, 

Yı MM O1stCG2 + +cC,,2,. 


Y: N OGı3ı+ 622 ua ka 2 re 


. 25 EG ‘ HM 
Yu ın C„ızı Cu? 4 Bl + ( 


uu>u 


*) Vergl. über diese Relationen d. Abh. d. Herrn Fuchs, dieses Journal, Bd. 75 8. 21: 
Journal für Mathematik Bd. LXXVI. Heft 3. 32 
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übergehen, während die Coeffieienten €, .41> Ciur2s »=+ Cias Cautın +: 0, 
sämmtlich verschwinden. Dass diese Bedingung für den auf den Linien / 
auszuführenden Uebergang von a zu jedem andern Verzweigungspunkte er- 
füllt wird, ist nothwendig und hinreichend, damit die gegebene Differential- 
gleichung ter Ordnung mit einer «ter Ordnung alle Integrale gemeinsam hat. 

Die Nothwendigkeit dieser Bedingung folgt aus dem oben entwickelten 
Satze, nach welchem, da keine der zu den Verzweigungspunkten gehörigen 
Fundamentalgleichungen mehrfache Wurzeln besitzt, « von den Iniegralen des 
jedem singulären Punkte entsprechenden Fundamentalsystems der Differential- 
sleichung «er Ordnung genügen müssen. Dass sie aber auch hinreichend 
ist. erkennt man, indem man jeden von einem Punkte «’ in der Umgebung 
von a ausgehenden geschlossenen Weg nach der Puisewrschen Methode durch 
eine Reihe von Elementarcontouren ersetzt, d. h. von geschlossenen Strecken, 
die von «' längs der «a mit einem andern Verzweigungspunkt b verbindenden 
Linie Z nach einem nahe vor b liegenden Punkte 5b’ dieses Weges, dann von 
b' in einem sehr kleinen Kreise um 5 herum und zuletzt von b’ längs Z nach 
« zurückführen. 

Wenn demnach keine der zwei singulären Punkten einer linearen Diffe- 
rentialgleichung ter Ordnung zugehörigen Fundamentalgleichungen mehrfache 
Wurzeln hat, und wenn in den linearen Relationen, welche bei einer be- 
stimmten Verbindung dieser beiden Stellen die Integrale des der einen ent- 
sprechenden Fundamentalsystems durch die Integrale des der andern entspre- 
chenden ausdrücken, keiner der 4° Coefficienten verschwindet, so ist die Diffe- 
ventialgleichung irreduclibel. Dies ist auch schon der Fall, wenn sich unter 
den linearen Ausdrücken für die A Integrale des dem ersten Punkte ent- 
sprechenden Fundamentalsystems nicht « finden lassen (« =1, 2, ... 4-1), 
welche nur « von den Integralen des dem zweiten Punkte entsprechenden 
enthalten. 

Als Beispiel für die eben entwickelte Lösung des aufgestellten Problems 
will ich die Differentialgleichung 

z(1—a)y'+(y—-(e+Pp+1l)a)y—-epy = 0 
behandeln, der die hypergeometrische Reihe 


u | 1) 3(P-++1) i 
F { d, (7, A np } ar 1 ! ap 2 nn @ (@ / —— ge" Br RER 
RES 7 ‚7 +D1.2 ie 


venügt. Ihre singulären Stellen sind die Punkte O0, & und 1. Damit an 
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keiner derselben in den Entwickelungen der Integrale Logarithmen auftreten. 
nehmen wir an, dass 7, @«-+P—7 und @— 3 keine ganzen Zahlen sind. Als- 
dann hat keine der zu den Verzweigungspunkten gehörigen Fundamental- 
sleichungen mehrfache Wurzeln. Die den singulären Stellen entsprechenden 
Fundamentalsysteme werden gebildet *) 

für den Werih & von den Integralen 


) % EN | I 1 1 ' 1 \? L ) r ' 
® — (— F\e, a—y+1, a@— 4 1. —)» = (—) F\». [7 rd ! # Bert Ei „ 


für den Werth O0 von 


u. A ; / 2-0 ’ „'- Y N _ 4:8 "| el > 
au=F(e,P,Y, X), «= x ’F(a—y-+1,P—-y+1,2 
für den Werth 1 von 
vw = Fia,P,a+ß—-y+1,1-x), w = (1-2) "Fy-o,y-P,y—o—ß+1.1 
Um diese Funelionen eindeutig definiren zu können, schliessen wir di: 


negalive Abscissenaxe vom Gebiete der Variabeln x (oder I—x bei w und or 
aus. indem wir längs derselben durch die Constructionsebene einen Schnitt 
führen. In der so entstandenen Fläche ist die Function log (x) eindeutig de- 
finirt. wenn ihr im Punkte 1 der Werth © ertheilt wird. ebenso die Funetion 
x" auch für gebrochene und irrationale Werthe des Exponenten, wenn dafüi 


der durch die Gleichung 


er  — er!o 


bestimmte Werth genommen wird. Für die Stelle « wählen wir den Punkt 1. 
weil der Convergenzbereich der Reihen © und 0’ sowohl mit dem der Reihen 
a und «. als auch mit dem der Reihen © und ©’ ein Stück gemeinsam ha! 
Aus diesem Grunde ist es hier auch unnöthig, die Stelle 1 mit den Punkten 
0 und & durch Linien zu verbinden. Zwischen den Integralen der den ver- 
schiedenen singulären Punkten entsprechenden Fundamentalsvsteme bestehen 


dann folgende Relationen: 














IKa@a-+A— y)llc—y)  IIka-+-P—z)/l(y—?2) 
u er ; 17. Peer ee ; Te Gy ; 27, 7 
Iy— a — BI y) Ogy-a-PAlly—2) 
au ri "mer ur "wg URe 3-5" 
IK@e+P—-y)IKß—a—I)  MHea+p—y)Ilka-PpP—I , 
= TEEN °' {| ua 
no — Muze-AMp-e—) „ Hoze—pMa PM) 
IK — a)IIky— «—1) IK — Hy — P—1) 





*) Die hier benutzten Eigenschaften der hypergeometrischen Reihe findet man in 
der Abhandlung des Herrn Kummer, dieses Journal, Bd. 15, S. 52—60 und in Gauss 
Werken, Bd. 5, 8. 207—220. 


32 * 
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Diese Gleichungen sind für alle Punkte der Flächenstücke gültig, 
welehe den CGonvergenzbereichen der auf ihrer rechten und auf ihrer linken 
Seite stehenden Reihen gemeinsam sind. 

Damit die gegebene Differentialgleichung zweiter Ordnung reduclibel 
ist. also mit einer erster Ordnung ein Integral gemeinsam hat, muss enlweder 
in jedem der beiden Ausdrücke für » einer der Coelfficienten verschwinden 
oder in jedem der beiden Ausdrücke für ©. Da //(x) für keinen endlichen 
Werth von x verschwindet und für alle negativen ganzen Zahlen unendlich 
sross wird. so zeigt der blosse Anblick der obigen Gleichungen, dass diese 
Bedingung erfüllt ist, wenn entweder «@ (oder 5) oder 7—« (oder „—) eine 
sanze Zahl ist. Bedeutet » eine positive ganze Zahl oder Null, so ist dem- 
nach die gegebene Dilferentialgleichung in folgenden acht Fällen reductibel: 

I) e=r-+1l. In Folge der bekannten Relation 


7 / a dt 3 mı/ 
F(o,ß,y,2) = (l-e)"PFYy-a,y-P,Y = 


ist das Integral 


«= 27 F(a-y+1,ß-y+1, 2-7, 2) = a7 1-a)7#Fi-a,1-ß,2—7, 8) 


Da aber 1-@=—r ist, so bricht die Reihe F(1—o,1—-P,2—y, x) 
ab und stellt eine ganze Function v'®" Grades dar. Die Gleichung 


Pia re 


> 
hat, wie man aus der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung ersehen 
kann. der ihre linke Seite genügt, keine mehrfachen Wurzeln. Daher ist 

u = Cortli-aN ra) a)... (0-0,), 


wo die Grössen OÖ, 1. a,. &., ... a, sämmtlich unter einander verschieden 
sind. Die Stellen @,. a. ... a, sind die ausserwesentlich singulären Punkte 
der Diflerentialgleichung erster Ordnung, welche von den Integralen w', v' 
und @v’, die sich nur um conslante Factoren unterscheiden, befriedigt wird. 
Die Exponenten. zu denen das Integral der linearen Differentialgleichung 
erster Ordnung in den Umgebungen dieser Punkte gehört, sind dem oben ent- 
wickelten Satze gemäss kleiner als die Ordnung der reduclibeln Differential- 
sleichung, also sämmtlich gleich 1. 
2) @a=—r. In diesem Falle ist 
u = Flo,ß,Y,®) 
eine ganze Function »ten Grades, und die lineare Differentialgleichung erster 


Ordnung, der x, © und = genügen, hat nur ausserwesenllich singuläre Stellen. 
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„— ce —rv-1. In diesem Falle ist 


«= c2. 7 le l.p 27 1,2—-y,8 


nebst e und «r das Integral der Differentialeleichung erster Ordnung. 


I) y—a=-—r. In diesem Falle genüg! 
vo = (1-ze)!""F v—-0,Y-P,y-a—-P+1,1—x 


aebst # und ©’ der Dillferentialgleichung erster Ordnung. 

Durch die Vertauschung von «@ mil 5, bei welcher die Dillerential- 
oleichung ungeändert bleibt, ergeben sich daraus die übrigen vier Fälle. 
Die ermittelten Bedingungen lassen sich folgendermassen zusammenfassen: 

I. Damit die Gausssche Differentialgleichung reductibel sei, ist noth- 
wendig und hinreichend, dass eime der hypergeometrischen Reihen mit dem 

. i ) 2—1 x 
vierten Elemente x, 1—, de a ee a u welche, mit einer Potenz 
con 2 oder 1—- x multiplieirt, ihr genügen, nur aus einer endlichen Anzahl 
von Gliedern besteht. 


Um die Bedeutung dieser Bedingung in ein helleres Licht zu setzen, 


x 


wollen wir als ein zweites Beispiel die allgemeine Differentialgleichung zweiter 
Ordnung mit drei singulären Punkten behandeln. dabei aber einen andern 
Weg einschlagen, der die Kenntniss der Relationen, die zwischen den Inte- 
sralen der den verschiedenen Verzweigungspunkten entsprechenden Funda- 
mentalsysteme bestehen, nicht vorausselzt. Diese Dilferentialgleichung, welche 
zuerst von Riemann (Beiträge zur Theorie der durch die Gausssche Reihe 
Fle,P,y,x) darstellbaren Functionen) vollständig integrirt ist, besitzt die 
merkwürdige Eigenschaft, dass ihre Constanten vollständig bestimmt sind. 


wenn die Exponenten gegeben sind, zu welchen die Integrale der den sin- 


sulären Punkten entsprechenden Fundamentlalsysteme gehören. (Vergl. die 
Abh. des Herrn Fuchs, dieses Journal, Bd. 66, 8. 160.) Durch eine lineare 
Transformalion der unabhängigen Veränderlichen kann man die drei singu- 
lären Stellen stets nach den Punkten O0. x und 1 verlegen. Sind dann « 
und @' die Wurzeln der zu 0. 5 und 5 die der zu ®. y und y' die der zu 
I gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung,. so hat die Dilferential- 


sleichung die Gestalt 


Ed) y"- (at 14 BR NDEg 
+ (ae + (yy— aa — PP)c+PPe)y = d. 


Die Summe der Wurzeln der zu den singulären Punkten gehörigen deter- 
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minirenden Fundamentalgleichungen ist nach einem Satze des Herrn Fuchs 


(dieses Journal Bd. 66 S. 142 und 145) bei einer Differentialgleichung it“ 
} ' ’ i er; ,.(A—1) 
Ordnung mit « endlichen singulären Punkten gleich („1,24 —. Dale 


mw 





muss 
a+a+P+P+yH+y = 1 

sein. Ein Integral einer linearen Dilferentialgleichung erster Ordnung geh! 
auf jedem geschlossenen Wege in sich selbst, mit einer Conslanten multi- 
plieirt, über. Daher kann eine lineare Verbindung der beiden Integrale des 
zu einer singulären Stelle gehörigen Fundamentalsystems mit zwei Coef- 
licienten, die beide von Null verschieden sind, nicht eine Differentialgleichung 
erster Ordnung befriedigen. es müsste denn die Differenz der beiden Expo- 
nenten eine ganze Zahl sein und trotzdem die Entwicklungen der Integrale 


keine Logarithmen enthalten. Wenn also die gegebene Differentialgleichung 


veductibel ist, so erkennt man daraus, dass. möge jene Differenz eine ganze 
Zahl sein oder nicht, steis das ihrer Integrale, welches einer Differentialglei- 
chung erster Ordnung genügt, zu einem der beiden dem singulären Punkte 
entsprechenden Exponenten gehören muss. Die Bezeichnung der Wurzeln 
der zu den singulären Punkten gehörigen delerminirenden Fundamentalglei- 
chungen sei so gewählt, dass das der Differentialgleichung erster Ordnung 
genügende Integral in den Umgebungen der Punkte 0. ®, 1 zu den Expo- 
nenten «, P, y gehört. 


Pr 


Die allgemeine Form einer Differentialgleichung erster Ordnung ist 


f &, a, Gt, 
PRRFEN er. = 0, 
die ihres Integrals also 
y = (l(e-a)”" (2-0)... (2 —-a,). 
Ihre singulären Stellen sind die Punkte a. &. ... a,, &®. Ist «, der Ex- 


ponent, der zum Punkte x gehört, so ist 

a ++ to, =V. 
Die Diilferentialgleichung erster Ordnung, mit der die gegebene ein Integral 
gemeinsam hat, kann ausser den Punkten 0. x und 1 nur noch ausserwesen!- 
lich 'singuläre Stellen haben, deren Exponenten kleiner als 2, also gleich |! 
sein müssen. Daher hat ihr Integral die Gestalt 


y= Ur“ (1 — cr)! (T—4,) (2—0,)...(@—a,), 


/ 
Pl 


wo die Grössen 0, 1, a,. ... a, alle unter einander verschieden sind. 


“ 
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Da zum Punkte & der Exponent 5 gehört, und die Summe aller 
Exponenten gleich Null sein muss, so ist 


a+ßP+y+v = 0 


und daher 


| Au Ei ı ' / 
en u BU ! Br, l.Aar a 
earPpry V, © 7PpT}7 :-v-+1. 


Dies ist also die nothwendige Bedingung dafür, dass die gegebene Dillferential- 
sleichung reductibel ist. Um zu zeigen, dass sie auch hinreichend ist. machen 


wir die Substitution 
y= «’(i-e)V2. 


Dann erhält man für z eine lineare Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung mit den drei singulären Stellen O0, x und 1. Sind a und «', & und 


b', e und ec’ die zugehörigen Exponenlen. so is! 


a+b+c=—r, da+b+d=r+1. 
und da ausserdem 
= Feen, cd der— 
ist, so muss 
b=-», = P—-p—rv 


sein. Daher lautet die Differentialgleichung, der = genügt, 
ı a . 


2 1— 2) 2" +((e— e'+1)—- (—-r+P—-P—r+1)e)2—(—r)(P—-P—r)z 0. 


Ihr genügt das Integral (vergl. d. Abh. von Riemann, Art. VII. S. 21) 


\ 


\ 


ua = F(-v,P—-P-—-rv, a—a-+1,r), 

also eine ganze Function ohne quadratischen Theiler, die in den Punkten © 

und 1 nicht verschwindet, wenn nicht elwa «'— « eine positive ganze Zahl ist. 
In diesem Falle genügt ihr die ganze Function 


/ 
5, Pi v,c@—a—rv,9—P-+1,- -); 


wenn nicht auch 5'—? eine positive ganze Zahl ist. Alsdann wird sie be- 
[riedigt von der ganzen Function 
vw = F(—-v, !-P—r,y—y+1,1—2), 


wenn nicht auch y'—y eine positive ganze Zahl ist. Da die Summe der drei 


Differenzen @— «a, P'—P und y'—y gleich 2v-+1 ist, so muss, wenn sie alle 
positiv und grösser als Null sind, wenigstens eine nicht grösser als v sein. 
Ist dies @«—«, so ist 
u = 2" Fla—a—v,y—-y-+r+1,«-e+1l, x), 
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eine ganze Function, welche die Differentialgleichung befriedigt. 

Wir gelangen also zu dem Resultate: 

Il. Damit die allgemeine (iemannsche) Differentialgleichung zweiteı 
Ordnung mit drei singulären Punkten reductibel sei, ist es nothwendig und hin- 
reichend, dass die Summe dreier KEaxponenten, unter denen sich von jedem 


singulären Punkte einer befindet, gleich einer ganzen Zahl ist. 


S. 6. 

Die in $. 3 entwickelten Sätze, welche die Analosie zwischen den 
irreduelibeln algebraischen Gleichungen und den irreduetibeln linearen Diffe- 
rentialgleichungen ins Licht setzen, sind nach einer Methode bewiesen. welche 
sich bei algebraischen Gleichungen nur in dem speciellen Falle anwenden 
lässt, wenn ihre Coelfieienten rationale Funclionen einer Veränderlichen sind. 
Wir wollen sie jetzt au einem anderen Wege herleiten. der mit dem bei 
algebraischen Gleichungen üblichen grössere Aehnlichkeit hat und weitere 
Aufschlüsse über den Charakter der reduclibeln Differentialgleichungen gieb! 
(Vergl. Libri, dieses Journal, Bd. 10. S. 193, sowie die Abhandi. des Herrn 
Brassinne im Anhange von Sturm, Cours d’analyse (tome H.. Note HIT. )) 

Sind 

P= y®P+4pyÜ”+-- "Pi Y 

und 


Bi [u)ı ! I) ı t 
V=y my Bozen lu 
zwei Dillerentialausdrücke, und ist AZ u und 2— u =», so kann man P, wie 


leicht zu sehen. auf die Form 

p . 0’ Pr, 0-9 Io .. | r. () | r,R 
bringen, wo 0 die z'* Ableitung von Q nach x, r, eine rationale Function 
von x, die auch Null sein kann, und R einen Differentialausdruck bedeute‘. 
dessen Ordnung @ <Z ist, und in welchem der Coefficient der höchsten Ab- 
leitung von y gleich I ist. Aus dieser Gleichung folgt, dass alle gemein- 
samen Integrale der beiden Dilferentialeleichungen P=0 und O=0 auch fi 
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annulliren. Da wir Gleichungen von derselben Gestal! noch mehrlach be- 
nutzen werden. so schreiben wir sie in der abgekürzien Form 

P ik (modß). 
In einer solchen Gongruenz bedeuten P, Q und AR Diflferentialausdrücke. ın 
denen der Coeffieient der höchsten Ableitung von y gleich I ist. und deren 
Ordnungen #, «, o den Ungleichheiten 

/. Eu 0 

genügen. Wenn alle Integrale der Differentialgleichung P = VO auch P annulliren., 
so folet aus der Congruenz 

pP R (med). 
dass sie auch sämmtlich die Differenlialgleichung R -O befriedigen. Demnach 


> 


hat die Differentialgleichung „te Ordnung AV « von einander unabhängige 
Integrale. Eine lineare Differentialgleichung mit eindeutigen Coeflieienten kann 
aber nicht mehr von einander unabhängige Integrale besilzen als ihre Ord- 
nung angiebt, ohne idenlisch zu verschwinden. (Vergl. $. 1.) Daraus folei 

l. Wenn die Differentialgleichung PO mit der Differentialgleiehumg 
0=0 alle Integrale gemeinsam hat, so lässt sich P in der Form 

P-—- O")+r,0% 2 -r, (Ü 
darstellen. oder es ist 
P==0 (modß). 

Wenn die Differentialgleichung P=0 mit der irreductibeln Diflerential- 
gleichung O0 =0 ein Integral y gemeinsam hat, so ist die Ordnung von 0 
nicht höher als die von P. Ist dann 

P:=R (modß). 
so genügt y auch der Diiferentialgleichung R=0. Da aber die irreduetible 
Differentialgleichung Q = 0 mit der Dilferentialgleichung niedrigerer Ordnung 
R=0 kein Integral gemeinsam haben kann. so muss AR identisch verschwinden, 
und daher 

P 0 (mod®) 
sein. Somit gilt der Saiz: 

II. Wenn eine lineare Differentialgleichung mit einer irreductibeln eın 
Integral gemeinsam hal, so hat sie auch alle Integrale mit ihr gemeinsam 

Sind P und P, zwei Differentialausdrücke von den Ordnungen 4 und 


),. so kann man die Differentialgleichung,. der die gemeinsamen Integrale der 


u. 1 . 2 ‚ur ır 4 mE») 
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12 
beiden Dilferentialgleichungen P=0 und P,=0 genügen, nach der Methode 





des grössten gemeinsamen Divisors bestimmen. Dazu dienen, wenn 4 4, 





ist, die Conernenzen 

F = P, (modP,). 
d 

r = P, (modP;), 


P,-‘ = Pulse). 


ist 4, die Ordnung von P,, so ist AZ 4, >4D>--, und daher muss A, 
spätesiens für z= 1-4, verschwinden. Ist A,,,=0., 4, aber von Null ver- 
schieden, so ist P,., entweder gleich y oder gleich Null. Im ersten Falle 
werden die beiden Differentialgleichungen gemeinsam nur durch y„=0 be- 
iriedigt,. d. h., sie haben kein Iniegral mit einander gemeinsam. Im andern 
Falle müssen alle gemeinsamen Integrale von ?P=0O und P,=0O auch die 
Differentialgleichung P,=0 befriedigen und alle Integrale der letzteren auch 
den beiden ersteren genügen. Daraus folgt der Satz: 
IE. Wenn eine lineare Difjerentialgleichung reduetibel ist, so giebt 
eine lineare Differentialgleichung niedrigerer Ordnung, mit der sie alle 
Integrale gemeinsam hat. 
Ist nun P=0 eine reductible Difierentialgleichung, und O=0 eine 
Diilerentialgleichung niedrigerer Ordnung, mit der sie alle Integrale gemein- 
t 


mn 


sam hat. so I 


: f \ 
ji —— 0 (mod 0). 
Die linke Seite jeder reductibeln Differentialgleichung hat daher die Form 
P= 0N4r, 0° D4..+r,0. 

Bisher haben wir mit dem Buchstaben P einen Differentialausdruck 
hezeicehnet. Jetzt soll derselbe als Operationssymbol benutzt werden. Wir 
schreiben nämlich 

(/) ı (4 —]) | > 
YA Hr tpy = Pig) 


so dass P eine an der Function y auszuführende Operation bezeichnet, nämlich 


p d* di! | \ 
Er 3 2 den ee a Pe 22 
Die Bedingung dafür, dass die Differentialgleichune /y) = 0 mit 


O(y =® alle Integrale gemeinsam hat, die bisher durch die Congruenz 


- 
4 


P=0(modO) ausgedrückt wurde, kann jetzt auch in der Form 


P(y) = R(@(y)) 
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geschrieben werden, wo die Operation 


2 / @ hi 
fı Y —— \ vw. ", BT ıı ’ 


an dem Differentialausdruck ..°r Ordnung Gy) zu vollziehen und 7 et y ist 


«“ 

Ist » das allgemeine Integral der Differentialgleichung Ru 0 und 
ein Integral der Differentialgleichung O(y) = w, so annullirt die Funetion 
auch P(y), hat also nur eine endliche Anzahl singeulärer Stellen und ist aı 
jeder derselben, «, mit einer endlichen Potenz von z— a (oder fin 
multiplieirt, endlich. Dasselbe gilt demnach auch von der Funelion ww — 
und mithin hat auch A(y)=0O die Form, welche hier stets für die linearen 


Dillerentiaigleichungen vorausgesetzt wird. 

Die Dilferentialgleichung 9(y co mil den v in »» enthaltenen will- 
kürlichen Constanten ist also für die reduclible Differentialgleichune al: 
sralgleichung zu betrachten, aus der man jene durch Differentiation und Eli- 
minalion der willkürlichen Constanten herleiten kann. 

Wir können demnach das Resultat aussprechen: 

IV. Wenn eine lineare Differentialgleichung +” Ordnung mit eıneı 
u Ordnung Biy)=V alle Integrale gemeinsam hat, so genügt jedes ihren 
Integrale einer Differentialgleichhmg von der Form O(y vw, in welchen 
ein Integral emer bestimmten Differentialgleichung (k—u)\® Ordnung 

Umgekehrt ist jede lineare Differentialgleichung reductibel. wenn 
durch eine Differentialgleichung von der Form 0 (y :» inteerirt wird. Dies 
Gestalt der Integralgleichungen ist die charakteristische Eigenschaft der re- 


ductibeln linearen Differentialsleichunsen. 


» I: « » x 47 santtalns Ba 
Jeder lineare Differentialausdru 


lässt sich auf die Form 
ru ROY 
bringen, wo 


yvyY u 1 


und 
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zwei lineare Dilferentialausdrücke sind und = «-+r ist, vorausgesetzl. dass 
man die Bedingung fallen lässt, dass «die Coefficienten von O(y) und R{ 
rationale Funetionen sein sollen. Indem man die Coeflicienten derselben Ab- 
leitungen von y auf beiden Seiten der Gleichung P(y) = R{Q(y)) einander 
sleich setzt. erhält man zur Bestimmung der 4 unbekannten Functionen g,. 
De =: Jos Fis Pas». 7, ebenso viele Differentialgleichungen. Damit dann 
die Diflferentialgleichung P(y) = 0 mit einer wter Ordnung von derselben Form 
alle Integrale gemeinsam hat, muss es möglich sein, diesen 4 Differential- 
sleiehungen dureh 4 rationale Funclionen zu genügen. 

Wir wollen auf dem angedeutelen Wege die Bedingung dafür ermitteln, 
dass die Diflerentialgleichung 4er Ordnung P(y)=0 mit einer (4—1)!* Ord- 
nung alle Intesrale gemeinsam hal. Zu dem Zwecke ist es zunächst er- 
forderlich, die 4 Funetionen 9» 9» --- 9%, und r so zu bestimmen, dass 
die Gleichune 


y' ı -1) 

yPHpy + +tpY 
d ya» u 1’ inch N ] ru‘ A u i OORRER 7, TR 
ru € Aula ul 77 ae un & EEE Die ua DU Dual 27T Dass ran ut /ERT 


zu emer identischen wird. Seizt man 


/ 
u , ns Ya 413» MM 7-1 = Gi-1% 


so nimmt dieselbe die Form 





.. —1) ; ae d F 1 ı „ (4—?2 4 \ 
(y®)- L Pi y" 2: ++9,9%) — 2 (zy“ +2,% 4 1 +2, ıYy, 
an. aus der man erkennt, dass z der Multiplicator (integrirende Factor) der 
Differentialeleichunge P{y)—=0 ist. (Vergl. die Abh. des Herrn Thome, dieses 
Journal. Bd. 75, 8. 272.) Zur Bestimmung von z, erhält man die Gleichung 
dz, 1 
DD, = -+2 
SP: rag a, 
welche, wenn z,=0 gesetzt wird, für z=1,2,... % gültig ist. Daraus 


ereijebt sıch 


| 3 diape—ı) , UP. 2) WE 5 d*z 
. =, w < pP, dr i 2 H } Ir: 


Da 5, —=0 ist, so genügt z der linearen Differentialgleichung 





”. da +! (P,) 
2 Pla) | +..+(—1)39, =. 
dx’ de’! | | Pi 
Damit die gegebene Differentialgleichung ter Ordnung Piy)=0 mit einer 


(4-1) Ordnung von derseiben Form alle Integrale gemeinsam hat, müssen 
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2... ——— rationale Funclionen sein. In Folge der Relation 


3; a (.-ı %—1 2 
- ) — — j . . 
3 P; dx  / 3 Z 
sind diese Bedingungen sämmtlich erfülit, wenn — eine rationale Funelion ist, 


oder genauer, wenn z einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung von 
der hier vorausgeselzien Form genügt. Damit also eine lineare Dillerential- 
sleichung 4'°" Ordnung mit einer (A—1)!°" Ordnung alle Integrale gemeinsam 
habe, ist nothwendig und hinreichend. dass die lineare Differentialeleichuns 
‚er Ordnung, der ihr Multiplicator genügt, mit einer erster Ordnung das 
Integral gemeinsam hat. Dieses Theorem ist ein specieller Fall des allee- 
meineren Salzes: 

I. Wenn eine lineare Differentialgleichung 4‘ Ordnung mit eineı 
ur Ordnung alle Integrale gemeinsam hat, so hat die lineare Differential- 
gleichung 4. Ordnung, der ihr Multiplicator genügt, mit einer (L— u" Ord- 
nung alle Integrale gemeinsam. 

Ehe wir denselben beweisen. wollen wir kurz an die Eigenschaften 
der Multiplicatoren einer linearen Diflferentialgleichung erinnern. Zu dem 
Zwecke sehen wir vorläufig von der Differentialeleichung (2.) ab. verstehen 
ınter 3 eine unbestimmte Funclion von x, unter z, den durch die Gleichung 
1.) definirten linearen Differentialausdruck zt° Ordnung und setzen 


f® b Dr u „u Pr wm“ 
3) Piz) = sy Hay Tr +2. 


Dieser Differentialausdruck, welcher zwei unbestimmte Funetionen,. y und z, 


nebst ihren Ableitungen bis zur (A—1)!*% Ordnung enthält, ist sowohl in Bezug 


auf y, y’,... 9”, als auch in Bezug auf z, 2°, ... 2" eine homogene 
lineare Function, in welcher der Coefficient von y''" gleich z und der von 
3" gleich (—1)"y ist. Seine charakteristische Eigenschaft besteht darin. 
dass. wenn ve irgend ein Integral der Differentialgieichung P/z) = 0 bedentet. 
d | 
(4. voP(y) = —P(yo 
Y. en 


ist. Mithin wird die Dilferentialgleichung 
dp Ele 9 
rw 2)-5Ply) = 0. 
welche in Bezug auf z von der #ten Ordnung ist. und in welcher der Coefli- 
h ] 


cient von 3°” gleich (—1)""y ist. durch alle Integraie © der Differential- 


sleichune P'(z) = 0 befriedigt. 
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Zwei lineare Differentialgleichungen ter Ordnung, welche dieselben 
Integrale haben, und in denen die Coeflieienten der Zten Ableitungen der un- 
bekannten Funetionen übereinstimmen, müssen aber identisch sein. da ihr 
Differenz eine lineare Dilferentialgleichung (4—1)ter Ordnung ist, die A von 
einander unabhängige Integrale besitzt. 


Daher ist die linke Seite der eben aufgestellten Differentialgleichung 


mit (—1)"yP’(z) identisch, oder es ist 
- d 2 / 2 / 3 ’ \ 
(5. —P(y,z2) = sP(y)—-(-1)yP'(z). 
£ dx Ber ’ ‘ 
Setzt man in dieser Identität für y irgend ein Integral #» der Dilferentialelei- 
chune P{y)=0Ö, so erhält man 
u: / AN) N : d i 
(6.) —1)"'uP'(z) — P(u, 3). 
j dx . 


entsprechend dem bekannten Satze, dass die Multiplieatoren der Differenüialgleichung 
P(z2)=0 die Integrale der ursprünglichen Differentialgleichung P(y) = 0 sind 

Nach diesen Vorbereitungen kehren wir zu der Voraussetzung zurück. 
dass die Differentialgleichung 4er Ordnung P(y)=0 mit einer «ter Ordnung 
V(y) = 0 alle Integrale gemeinsam hat oder dass 


) Pi) = R(Q(y)) 


IR 


ist. Wenn AR’(z) und fi(y.z) für A(y) dieselbe Bedeutung haben, wie P'/z 


und P(y,z) für P(y), und wenn ze irgend ein Integral der Differentialgleichung 
R'(2)—=0 ist, so ist (4.) 


rkly) = Zn (Riy,w)). 
Ersetzt man in dieser Identität y durch O(y), so erhält man 
v»P(y RL. RO (y), m). 
j (dc e 
Daraus geht hervor, dass «vr ein Multiplicalor von P(y)=0 ist. also 


der Dilferentialgleichung P’(z)= 0 genüst. Dieselbe hat also mit der Difle- 
ventialeleichung (A—u)ter Ordnune R’z)= 0 alle Integrale gemeinsam. womii 
das oben ausgesprochene Theorem bewiesen ist. Beiläufig ergiebt sich noch 
der Satz: 

ll. Wenn die lineare Differentialgleichung Py)=Vd mit Oy)=d allı 
Integrale gemeinsam hat und P(y) = R(Q(y)) ist, so ist jeder Multiplicator voı 
Riu)=0 auch ein Multiplicator von P(y) =. 


Da die Differentialeleichune Zr Ordnune P'z 0 mit der ter Ord- 
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, ’ 


nung A’(z)=0 alle Integrale gemeinsam hat, so ist Piz)=S’(R’z)), wo S'z 
ein Dilferentialausdruck wt°r Ordnung ist. Ebenso aber, wie aus P{y)=R(Q'y)) 
iolgt P(z2)=S’(R’(z)), ergiebt sich aus dieser Gleichwmg P(y T(S‘y)). 
Daher steht zu vermuthen, dass S(y) = (/y) ist. Dies beweisen wir fol- 


sendermassen: 


Die Identität (5.) lautet für die Dilferentialgleichung #2 /y) — 0 
RE en 2 
ıR(y, 2) —= zR(y)—(—-1)’yR(z). 
dE we Fe ich ve 


Ersetzt man darin y durch.Q(y), so erhält man 


r du Bat | 
(—1)’ t (2) () 9) >= zPty ua —R(Q Y),*%). 


(dIE 
Nimmt man für z irgend ein Integral © der Differentialeleichune P'/z 0 
so ergiebt sich daraus und aus Gleichung (4. 
, | Bi u 
-1) R vo U Y = 2 E* J, u RG Y)., Ü) | 
Folglich ist Re) ein Multiplicator der Differentialeleichune Y 0. Ist 


B: 7 4 E * nu un . Fi -# i 2 . -. . En: . ° 
also 02) = die lineare Differentialgleichung «*“" Ordnung, der die Multi- 
plicaloren von Q(y) = 0 genügen, so ist 
O'(R(v)) = 0. 
‚lithin wird die Iineare Diflerentialgleichung 41° Ordnung 
! REN? ie 
V (R 2)) w v, 
in welcher der Coeflicient von 3° gleich Eins ist, durch alle Integrale © der 
Differentialgleichung 4! Ordnung P'(z 0 befriediet und muss daher mit 
derselben identisch sein. 
Wir können folglich den Satz aussprechen: 
Ill. Genägen die Multiplieatoren der linearen Dijferentialgleichungen 
Pos Bin)=06 Kiu 0 
den linearen Differentialgleichungen 
Fi) O(y)=0, R(y)=0, 
vo muss, wenn 
Py) = R(Q(W)) 
st, auch 


Pu OR (y)) 


sein 


Um einen besseren Einblick in das Wesen dieses Salzes zu eewähren. 
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Beweis für denselben 





will ich noch einen anderen mittheilen. der meh 


rechnend verfährt. Ist en Integral der Differentialgleichung P(y) =V®. in 


(U 


welcher der Coeffieient von y”' nicht gleich Eins zu sein braucht. und 


> 
„ - pr TE dr, 


so ergiebt sich für z eine lineare Differentialgleichung (4 —1)!er Ordnung 


seizt man 


3 


(/ 


0’2)=0. Wird der Coeffieient von 3°") in Q(z) gleich dem von y'’ üı 
P‘z). dividirt durch v,. angenommen, so ist 


TE dr,y\ 
I „17 oC dx 


Indem man diese Umformung wiederholt anwendet. bringt man P{y) aut 
die Form 
d d d d 


P(y) : ®; 0, 4. ——— 0 _, 2 — Ey. 
J de ide dx I dx oY 





Daher ist — ein Multiplicator der Differentialgleichung P(y)=0. Um 


7 
aber ihre sämmtlichen Multiplicatoren zu ermitteln, ist es bei dieser Form 
von Piy) am einfachsten, das Lagrangesche Verfahren der parliellen Integration 


gt 
OHICHE? ta _y)- Sl ige ‚3)(—v; , E = es y)dr 


Setzt man daher zur Abkürzung 


anzuwenden. Es ist nämlich 


P(y,2) = 
/ d )( d d ) 
(©; 3)\ Cı_ı — Pd; 0 )— Pin 948 I 9.2 570,3 
0,2) Pı-ı dx de dx I (7 et a dx J 


/ d d )( d d ) (12 (r d ’ d ’ ) ii 
nt n„ ,——— Y_ ne Ei FE n i — (07 or — 19 ‚® — | } F ’% — Da rE L ( »i 
0a 9-1 913) 01-3 7 918" 7 90 J | era re AS 


und 


l d d 
y ( 

(zZ) = tı——— ne —(;Z, 
I eu dx r dx > dr vs 


so gelangt man durch wiederholte Anwendung der partiellen Integration zu 


der Gleichung 


/: P(y)de = P(y, 2) +(—1 “fr Piz)d.x 

















- 
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oder 
d 


—P(y,3) = sP(y)-(t)’yP/z 





Daher ist P'(z)=0 die Diflerentialgleichung. der die Multiplieatoren von 
P(y)=0 genügen müssen. Es gilt also der Saiz: 
IV. Die Multiplicatoren der linearen Differentialgleichung 


d d d d 
% — tote dt — ty — 0 
u dz ’ "Allee dx dx 0 


genügen der linearen Differentialgleichung 


d d d d N 
®u u BR en BR a} ® _177— Y - ) 
dx er dx 0 deze "dr ey 
Setzt man nun 
d d d 
O)(y) = ev, —tv — —ı 
v\Y # de mm de "dr / 
d d d 
R(y) = v —tv;,_)" —tc —t 
Y ı de +! de “dr $: 
so Ist 
P(y) = R(O(y)). 
In Folge des eben hergeleiteien Satzes ist dann abeı 
, d d d 
#) 3) = ©, =. 1 Dar de. e FR 2 2 
' d d d 
R \3) = u” ae Pr u 2 ex 


und daher 
P'\z V(R'z)). 
Umgekehrt kann man auch durch wiederholte Anwendung dieses Salzes das 


Theorem (IV.) ableiten. 


Ss. 

Wir wollen hier noch einen anderen Beweis für das erste Theorem 

des vorigen Paragraphen mittheilen, welcher dasselbe mit der in $. 4 ent- 
wickelten Lösung unseres Problems in Zusammenhang bringt und über die 
Multiplicatoren einer linearen Differentialgleichung weitere Aufschlüsse giebt, 
Sind Yı- 9» -.- 9, irgend 4 unter einander unabhängige Integrale der 


linearen Differentialgleichung ‘er Ordnung Piy)=0. so sind die 4 Functionen 
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>). 23»... 2;, Welche durch die Gleichungen 
1. Sıı +29 +++239Y =: 9, 
2) af +a etz = 0, 
1) 2a Ha Hay” 0, 
1.) ey 1 


bestimmt sind. ebenfalls unter einander unabhängig. Denn bestände zwischen 


ihnen eine Relation von der Form 
0) Aa+20+ +20 = (0, 

so würde sich aus den Gleichungen (0.), (1.), ... (4—1.) ergeben, dass die 
Determinante 

te Y2Y5 A ya yf? — 0 
wäre. Daher müsste auch ihre Ableitung 

Zt N.) = 0 
sein. Dann würden aber die Gleichungen (0©.),. (1.),. ... (4—2.) zur Folge 
haben. dass auch der Ausdruck 


(—1)_ (dl), i—1) 


3 +ay te tz, 

verschwände, während er doch den Werth 1 hat. 

Die Funetionen Y, -.. Y%,_1» Yzım --- 9, genügen der linearen Dille- 
rentialgleichung (4—1)ter Ordnung 


EAN 


i—1 „i—?2 Pa ER i—? iz „Ir —T ’ Zn 
ZIG Hahn EN ern he) = U 
deren linke Seite wir mit 


A) 


(e Y) m. Fyyt ++ I1;-ı% 
bezeichnen wollen. Wenn man die Gleichungen (1.), (2.), ... (4.) der Reihe 
nach mit G_= Pa + - Yu 1 multiplieirt und dann addirt, so erhält man 
l 
0 
Daher ist s, ein Multiplicator der Differentialgleichung P(y)=0. (Vergl. 
die Abh. des Herrn Thome, dieses Journal, Bd. 75, S. 271.) Denn die Dille- 


rentialgleichung Zi Ordnung 


f \ 
s,0y,)e1, = 
u \YJXH, J / 


 ıW) _p 
de Oy) 





wird durch die 4 von einander unabhängigen Integrale y,, 9, -.. 9, der 
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Differentialgleichung P(y)=0 befriedigt und mithin is! 
P(y) d 0y 


0Yy) de O(y, 
Die Functionen z,, 3» ... 2; sind also 4 unter einander unabhängige Multi- 


plicatoren der Differentialgleichung P(y) =0. Auch zu jedem andern System 


von 4 unter einander unabhängigen Integralen 7,. 5. ... »; dieser Dilfe- 
rentialgleichung kann man mittelst der Gleichungen (1.). (2.). ... 2.) 2 von 


einander unabhängige Multiplicatoren {. ©» ... I, ermitteln. Ist nu 


(A.) Y,. = a, mTtaanm+""+a,,n;. 
so ergiebt sich aus den Gleichungen (1.), (2.). ... 2. 

ie W - } - | | ng 

— \(ı,2; r,0,7 *** ı 4,,2; N; - V. 

= (a,3:+%,2+°"+4,3,)n\’ — 0. 

—ı/ ; 2?) 

=(a,3+4,24+"+a,,3,)n\ 0. 


</ Zar ”. = .\ 
< (4,34 0,2:+ "+ Q,,.3;) 7 


Daher ist 

4.340,24" +0,23 = 6, 
Bezeichnet man also in der Determinante IF +a,4»...«;; den Üoelfieienlen 
von @,;, dividirt durch die Determinante, mit b,,, so is! 


“m 


(B.) 3, o— b,.%+b.&- .. b; -j. 


Daraus schliesst man mit Hülfe des in $. 2 bewiesenen Satzes. dass z2,. 
3» ... &, die Integrale einer linearen Differentialgleichung ter Ordnung 
P(z)=0 mit rationalen Coeffieienten sind. 

Wenn nun die Differentialgleichung 4° Ordnung P(y)= 0 mit eine: 
uter Ordnung von derselben Form O(y)=V alle Integrale gemeinsam hat. 
so kann man in jedes Fundamentalsystem von Integralen der ersten Dille- 
rentialgleichung ı von einander unabhängige Integrale der zweiten aufnehmen 
Sind aber yı> %2» -.. Y. und 71» 2% -.. 27. zwei Fundamentalsysteme von 
Integralen der Differentialgleichung O(y)=0, so bestehen zwischen ihnen 
allein « lineare Relationen, und daher muss @«,;,=0 sein, wenn @ 2 u--1 
und % > u ist. Mithin ist b,;,= 0, wenn e>u und 7 <u+f1 ist. Denn 
eine Determinante (4—1)!en Grades muss identisch verschwinden. wenn in ihr 


alle Elemente, welche « Colonnen mit mehr als —1— u Zeilen gemeinsam 


haben, sleich Null sind. Zwischen 3,.,ı. 3,2. .-- 3 und [,.» Zu ® 
ar 
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hestehen also 4— u lineare Gleichungen. Da nun unter den sämmtlichen 
verschiedenen Zweigen der Functionen Y,» %5» ... 4, nur « von einander 


unabhängige enthalten sind. so lassen sich alle Zweige der Functionen z, 


3,0% +. &, durch diese 4— u Zweige linear ausdrücken. Dieselben genügen 
daher einer linearen Differentialgleichung (4— «)!e" Ordnung, mit der die 
Differentialgleichng P'z' = 0 alle Integrale gemeinsam hat. 

$. 9. 


Bisher haben wir nur solche Differentialgleichungen betrachtet. deren 
Integrale nur eine endliche Anzahl singulärer Stellen haben, und an jeder 


s 


i j we... 
derselben. «@. mit einer endlichen Potenz von zr—a (oder —_ füra=x) 
en / 


mulliplieirt, endlich werden. Um den Satz, der hier noch bewiesen werden 
soll. nicht unnöthigen Beschränkungen unterwerfen zu müssen, wollen wir 
jetzt allgemein lineare Differentialgleichungen in Betracht ziehen, deren Coelli- 
cienten überall eindeutige Funelionen sind, und eine solche irreductibel nennen, 
wenn sie mit keiner Dilferentialgleichung niedrigerer Ordnung, deren Üoelli- 
cienten ebenfalls überall eindeutige Functionen sind, ein Integral gemeinsam 
hat. Die in den Paragraphen 2, 3 und 6 entwickelten Sätze lassen sich 
genau nach denselben Methoden auch für solche Differentialgleichungen be- 
weisen. 

Wenn eine Differentialgleichung P=0 von der früher vorausgesetzten 
Form in dem früheren Sinne reductibel ist, so ist sie es auch in dem jetzigen 
Sinne. Wenn sie ferner nach der neuen Definition reductibel ist, so giebt 
es eine Differentialgleichung niedrigerer Ordnung. mit der sie alle Integrale 
oemeinsam hat. und die folglich zu der besonderen Klasse von Differential- 
sleichungen «„ehört, von der wir bis jetzt gehandelt haben. Daher ist die 
Dilferentialeleichune P=0 auch in dem früheren Sinne reductibel. Daraus 
folgt. dass eine Differentialgleichung von der bisher betrachteien Form nach 
der jetzigen Definition reductibel oder irreduelibel ist, je nachdem sie es nach 
der früheren war. 

In der schon oben erwähnten Abhandlung beweist Herr Brassinne den 
Satz. dass eine Differentialgleichung reductibel ist, wenn sie zwei Integrale 
y, und y, besitzt, zwischen denen die Beziehung y,=xy, besteht. Dieser Satz 
ist nur ein specieller Fall folgendes allgemeinen Theorems: 


Wenn von zwei verschiedenen Integralen einer homogenen linearen 
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Fa % 


Dijferentialgleichung mit eindeutigen Coeffieienten das eine ein homogener Üi- 
nearer Differentialausdruck mil eindeutigen Coefficienten von dem andern ist 
so ist die Differentialgleichung reduetibel. 


Seien 4» Yı> --- q. eindeutige Funclionen von = und sei 


YYy) = Hy rg 
ein homogener linearer Dilferentialausdruck «“ Ordnung von y. Seien lerneı 
y, und y, zwei unler einander unabhängige Integrale der linearen Differential- 
gleichung 
Py) = By" tny "Hr Htpiy = 0, 
deren Coeflicienten eindeuliee Functionen von .r sind. Zwischen diesen be- 
stehe die Beziehung 
Yı Jy 
Wenn dann, wider die Behauptung des obigen Satzes, Piy)=0 irreductibel 


ist. so hat die lineare Dillferentialgleichung P(QO'y 0 mit Piy 0 all 


Integrale gemeinsam, weil sie eins, Y,. mit ihr gemeinsam hat. Ist daher Y 
irgend ein Integral der Diflerentialgleichung P(y)= 0. so ist auch O(y) ein 


solches. Mithin wird diese Differentialgleichung durch die Functionen 


Yı. 0 (Yu) + O0 Y ) — 0° Y “ 0) (9 9)) ; 0° Y,). 
befriedigt. Da sie aber nicht mehr als 7 unter einander unabhängige Inte- 
orale haben kann, so muss es in der Reihe dieser Integrale eins, 0” (4). 
geben, welches sich durch die vorhergehenden linear ausdrücken lässt, während 
diese noch unter einander unabhängig sind, oder es muss eine Gleichung von 
der Form 

ya O(y)+ta,0y) = 0 


bestehen. in der a, von Null verschieden ist. während zwischen den Funetionen 


yo Hell >. Ha 
keine homogene lineare Relation mit constanten Coeffieienten besteht. Die 
Zahl v» muss, weil y, der Annahme nach ein von y, verschiedenes Integral 
ist. grösser als Eins sein. Ist » <A, so lassen sich 4—r Integrale, y,, 
Ysx1s >» Y-ı finden, welche zusammen mit 9%. %» »-- Y,_, ein vollständiges 
System unter einander unabhängiger Integrale bilden. Wir setzen nun 


I 


fir) = wtar+" +a,r 


und 
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Ist ferner 
Ry) = KH + HNO). 





so ısl 





R(O(y)) = iM) OW)HL NO) + HNO Y) 





Da aber 





f,(r) 9’ (yo) = a,’ (yo) = Yan (ky)— — a,_,0”7" (Yu) 





ist, so folgt aus der letzten Gleichung 
R(O(y)) = at (hr) a) Qly) ++ (hier) a.) 0’ (Yu) 
IROrEWAGLICB Ke+hln ET I-TnR 
ist daher r eine Wurzel der Gleichung f{r) =Ö, 
R(O(y.)) = a 
Mithin muss jedes Integral y der irreductibeln Ditffierentialgleichung P(y) = V 




















der Differentialgleichung 
R(O(y)) = rR(y) 


genügen. Daher ist 
R(y:) = Eu O(y)))=rR(Oly))=erRiy, 
und allgemein, wenn z<Zr ist 
kiy) = rR(y). 
Wenn nun die Variable x von einem bestimmten Punkte aus irgend einen 
geschlossenen Weg durchläuft, so muss sich ,,, in einen Ausdruck von der Form 


CYot CYyıt "+ 6,_1Y,-VTt 6,9, -  &-19%-ı 
verwandeln. Die Function AR(y,) geht auf diesem Wege in 
(ütart+-+e_r)R(y)+e,R(y)++eoÜMÜR(y:-ı) 
über, und folglich lassen sich alle Zweige dieser Function durch 
R(y), Ri,» --- Rly:-ı 


linear mıt constanten Coefficienten ausdrücken. Daher befriedigt A(y,) eine 
lineare Differentialgleichung höchstens (A— +1)! Ordnung mit eindeutigen 
Coeffieienten. Die Differentialgleichung /(y) = 0 hat demnach mit einer Difle- 
rentialgleichung niedrigerer Ordnung ein Integral 

R(y) = fer)yvtketyr + er)yo- 
semeinsam, kann also nicht irreductibel sein. 


Berlin. den 24. April 1873. 
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Das Potential emes homogenen Kreises. 


Von Herrn E. Heine in Halle a/*. 





Die Bestimmung des Potentiales einer homogenen Ellipse nach den 
mir bekannten Methoden vereinfacht sich nicht wesentlich. wenn beide Haupt- 
axen gleichgesetzt werden. In diesem Falle leite ich das Potential auf fol- 
gende Art ab: 

Ist « reell und positiv, so wird 


pe 
7 dz 

in, Seh en 
(t ’ dÜ —+ 2° 


Es möge nun x der Abstand eines beliebiveen Punktes P_ von dem 
anziehenden Kreise sein: die Polarcoordinaten der Projection von P auf die 
Ebene des Kreises. in dieser Ebene vom Mittelpunkt als Anfangspunkt an 
gerechnet, heissen r und g. Bezeichnel P, einen Punkt in der Ebene de: 


Kreises selbst. mit den Polarcoordinaten r,. %,. so hat man nach (1.) 


A / 5 dz 
FF, 2 r+r’+- 2° + 3° — err, cos(p—-Y, ? 


Pi . 2 dz 
Pi ©  Vr+r 12° 2’)—4r’r 


Das Potential des Kreises mit dem Radius o und der Dichtiekeit 1 


Y > r dy 
h # r, dr, f PP 
wird daher 


SL 0 d n f 
N‘ ui . 
} — / da f B a rg —— — . —— - ne a — — er —— / dz loo R . 
er “_ j 'H 4 n pl 7 rl . 











zul + 2 — r)4- (2 +2 —r 
wo zur Abkürzung die positive Grösse 


2 | 2 2 2 ER FIR 2 2 2 2? 2 
oe +2 +3 —r-+Yyo’+20o (+2 —r) +2 +3: +1 








gleich AR gesetzt ist. Eine Integration durch Theile giebt 


er !loxR 2 
” <Ü en das -2/ 
} - 2 I= dz R dR 


Auf diese Art ist V als ein elliptisches Intesral sefunden. welches 
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sich in eine bequemere Form bringen lässt, wenn man statt s die Grösse A. 

oder noch besser eine mit AR gleichverzweigte Grösse s durch die Gleichune 
l q: „2 pr? 

(2.) er nn: -4- ee | 


s+-0 


% 


einführt, in welche sich daher AR, ebenso wie 3’, rational. nämlich ersteres 
durch die Formel 


Inge 
R aus 1 7 hi. 
Ss 
ausdrückt. Durch Einsetzen der Werthe von z und R geht schliesslich F in 
den Ausdruck über 


(3, v_ ef Yı- —i n 7 ds 


+85 (e+s)yYs 





OÖ 


wenn o die positive Wurzel der Gleichung 


x” r’ 


(2 .) EN 


+0 
bezeichnet. 
Halle a. S., den 28. April 1879. 














Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 
(Fortsetzung; siehe Bd. 74 und 75 dieses Journals 


(Von Herrn L. W. Thome.) 


D:: Untersuchungen des Verfassers im 74. und 75. Bande dieses 
Journals über die homogene, lineare Differentialgleichung 


m m—I 
duy z ai 0. 


2 I Pı den = ia Aue pP, Y 





d.r" 
deren Goefflicienten in der Umgebung eines Punktes r = «a einwerlhige und 
abgesehen von diesem Punkte stetige Funclionen des complexen Argumentes 
x sind, werden hier fortgesetzt. wobei die Benennungen, die in der Abh. 
Bd. 75 angewandt worden sind, in demselben Sinne gebraucht werden. 

In den beiden ersten Nummern werden allgemeine Sätze über das 
Verhalten der Dilferentialgleichung (1.). deren Coelffieienten als beliebige ste- 
tige Functionen von x vorausgeselzt sind, zu der Dillerentialgleichung 


HM d-!oaM 


‘) die: 


de” dc"! 


—1)"p u (0 


des intesrirenden Multiplicators der ersteren entwickelt. Es wird in der No. 1 
gezeigt, dass die Integrale der einen Dilferentialgleichung solche Ausdrücke 
annehmen, aus welchen die der anderen sich unmittelbar herleiten lassen, 
wobei in der Herleitungsweise der Integrale der einen aus denen der anderen 
Reeiprocität zwischen beiden Dilferentialgleichungen besteht. In der No. 2 
wird dargestellt, in welcher Weise eine Differentialgleichung, deren Integrale 
sämmtlich in der Dilferentialgleiehung 2.) enthalten sind. 
d’S ie 


x ERBEN SE BE. 2 es ...— — : J N) — 0 
3 d.r’ dar! II 


zur Reduction der Ordnung bei den Dilferentialgleichungen (1.) und (2.) dient. 
und gezeigt, dass diese Reduction unabhängig von der Wahl der Integrale 
der Differentialgleichung 3.) und nur abhängig von den Üoellieienten y, von 
S ist. Auf diesem Satze beruhen die weiteren Sälze in den No.9, 4 u. 9 
für die Dilferentialgleichungen (1.) und (2.). deren Coeffiecienten analytische 
Functionen der oben angegebenen Beschaffenheit sind, welche Sätze dann zur 
weiteren Untersuchung der regulären Integrale (Abh. Bd. 75 No. 1) der Dillfe- 


rentialgleichung (1.) dienen. 
Journal für Mathematik Bd. LXXVI. Heft 4. 3) 
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m dei 
— —_+p Ft +p,y = F,(y)=V0 


dr" I dx en 


1.) 












eine homogene lineare Differentialgleichung. deren Coefficienten beliebige 
stetige Functionen von x sind, und die m linearunabhängigen Integrale der- 
selben y, bis y, seien auf die Form 


2.) y.=vıfe.de, Kr y„=tıfaze....fo,da 


gebracht. Bildet man mittels dieser Ausdrücke der m—1 ersten Integrale die 
homogene lineare Differentialeleichung (m—1)ter Ordnung, der dieselben 









genügen 





dei: d-? 
3) te + +pOy=F,-W) = 0, 


a 





und alsdann die Differentialgleichung 
















(4.) F,.-ı(y) — C„Cı-%2...Ü,,s 
wo c, eine willkürliche Constante ist, so enthält letztere dieselben Integrale, 
wie (1.) (vgl. Abh. Bd. 75, No. 2). 


Die Gleichung 
5.) — !wmın...e,' FW! = (vir:...e,)"'F,(y) 


ist demnach eine identische und also 


(6.) (v82...0,)” 


integrirender Factor zu F,(y). 
Ist F,(y) =0 die homogene lineare Differentialgleichung a*er Ordnung, 


. des a 2 
der y, bis y, genügen und worin Ga den Coefficienten Eins hat, so ist ebenso 


=" integrirender Factor zu F,(y). 


(0,%,...%,) 
Setzt man also 


(T.) u, =0%, Km -. . Human 


It 


so dass die Integrale (2.) die Form annehmen 


(8.) Yı nn 4» Y: ae fur de, man Y ER ufdrur'u, . fun nl m dx, 


„ integrirender Factor zu F,(y). 


so ist u 
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Bezeichneti man nun 


"u Iy dr Y 


( = PRERER RR nl: 560. 
(9.) de"! 1 I, de"? I ı bu 14 





durch f,_ı(y),. so dient die identische Gleichung 
ER ' ‚ 
10.) 7 Mf. 19); MH (Y) 


allgemein zur Definition des integrirenden Multiplicators von F,(y). Man er- 
hält aus derselben durch Gleichstellung der Coefficienten der gleichen Ab- 
leitungen: 

4) MM = Mpun (a=0,...m-2), Z-(MI,_)=Mp 


dx 
wo 4,=1 ist. von denen die m—1 ersten die Grössen / eindeutig bestimmen. 
Aus (11.) erhält man durch Elimination von Mi;: 


Ge nn m Ze 3 


eine homogene lineare Diflferentialgleichung, der der integrirende Multiplicator 
genügt. Und umgekehrt, ist dieselbe erfüllt, und bestimmt man aus den 
m-—-1 ersten Gleichungen (11.) die Grössen /,. so ist auch die letzte Glei- 
chung (11.) erfüllt und nach Gleichung (10.) wird MH integrirender Multipli- 
cator zu F,(y). (Vgl. Abh. Bd. 75 No. 2.) 

Es sei jetzt M, irgend ein Integral der Differentialgleichung (12.). 
Setzt man alsdann in derselben M -MfZda und bestimmt aus den Glei- 
chungen (11.) die Grössen /, so erhält man mittels dieser Gleichungen 


di" ft dx 
l U 1 1) [4 (4 
— 2.2. —— /2 dr - M, Z\, 


da de" de 
de—t-ap 1 M, /kd: ve j | 
z u — = ar I Zdx-+M,l, Bar, 
le fza + —— Ye /Zart+ Miuz, 
= m ;.. m—3 
P\ mfz de = > fi dx. 


Hierdurch geht die Differentialgleichung \12.) über in 


\ 








"AZ de=1M,Z 
\ 13.) R kn er. a + ++ (—1 ) - ; M, Z=Q). 
dx dx 


> I N 
3) 
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Wird hier M,Z= M gesetzt, so erhält man 


| dem) am, 
14.) ng .+(-1)"17,_,M® = 0. 


dar—ı da"? 





Dieses ist aber die Dilferentialgleichung des integrirenden Factors zu f,_,(y)=®: 
dieselbe wird also aus (12.) erhalten durch die Substitution M — MM M"dz 

Nun genügt der Differentialgleichung (12.) «;'. Nimmt man dieses 
für M. so wird f„_1(y)=F,_ı(y), und dann genügt der Gleichung (14. 


t,,, also der Gleichung (12.) u fu, unlde. Reducirt man dann (14. 


IT 


durch die Substitution MD = ut, fun MO de, so ergiebt sich in gleicher 


Weise, dass der neuen Gleichung «7, genügt, und daher der Gleichung (12. 


un fdru,ufe, ‚4, „da. Auf diese Weise findet man, dass die Integrale 


der Differentialgleichung (12.) sind: 


15) Kan, = fu, ud... M= u fazu, en. fun de. 


Statt dass man hier von den Integralen der Differentialgleichung (1.) 
unter der Form (8.) ausgegangen ist und mit Hülfe des Zusammenhanges der 
Differentialgleichungen (12.) und (14.) die Integrale (15.) der Gleichung (12.) 
hergeleitet hat, hätte man auch umgekehrt von letzteren Integralen ausgehen 
und mit Hülfe des genannten Zusammenhanges die Integrale (8.) herleiten 
können. Denn aus (10.) ergiebt sich, dass F,(y)=0 durch f,_ı(y) = ce.“ 
erselzt wird, wo ce, eine Constante ist; dann genügt «,', der Gleichung (14.), 


und setzt man 
m 4%, VE far\ 
un_ıf -1\4) FE lm _ fi. .:(#)); 


so wird die vorige Differentialgleichung durch 


fi. 2(y) = ke Cn-ıUm-ıTt Ct inafı u m dx 


ersetzt, ete. bis man schliesslich 


y= cu+ ct fur dat +0, fdeu'uz.. fun „4, de 


erhält, wo die Grössen ce willkürliche Constanten sind. 
Die Differentialgleichung (1.) ist umgekehrt die Differentialgleichung 


des integrirenden Factors zur Differentialgleichung (12.), wie schon Lagrange 
(Miscellanea Taurinensia T. II p. 181) bewiesen (vgl. Abh. Bd. 75 No. 3); 
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dieses lässt sich unmittelbar aus der Form der Coeffieienten der beiden Dilfe- 
rentialgleichungen zeigen. Da nun, wie hier bewiesen, die Integrale der 
einen sich aus den Ausdrücken der anderen herleiten lassen. so muss in der 
Herleitungsweise eine Reciprocität bestehen; was unmittelbar aus den Formen 
(8.) und (15.) hervortrit! 

Man hat also das Resultat: 

Die beiden Differentialgleichungen 


d" 7 dv: l Y 
Ba u 
gi; da"! Pn.9 





da” 
und 

lv" M li" -!p M 

ee ee p,M = 0, 


da" da! 


von denen die eine die Differentialgleichung des integrirenden Multiplicators 
der anderen ist, haben die Eigenschaft, dass die Integrale der einen sich aus 
den Ausdrücken derer der anderen unmittelbar herleiten lassen; und zwar 


nehmen die Integrale die Form an 


= 1, = ufu 'wde, 5 SU uf da u, un. fun ‚ud. 
Mer = u fu, Be: .:,., ui u faru,ut..fi u de, 


aus welcher Form die Reciprocität in der Herleitungsweise der einen Integrale 
aus den anderen hervortritt. Dies beruht darauf, dass, wenn durch den inte- 
grirenden Factor M, die erste Differentialgleichung auf 


ar! dm: 
Ans: N) ch a A FREEN 
da" 


Ip I Y En M, 


reducirt wird, wo ce, eine Constante ist, alsdann die Substitution 
M = mf M,' MD dx 


die zweite auf 
du) de? MO | | 
—— +... +(-1)17, MV = 0 





reducirt, wo die Grössen I mit den Grössen p durch die Gleichungen (11.) 


zusammenhängen. 


2. 
Die beiden Differentialgleichungen 
ds d" 1, 
Y \ı, J ..++p,y = 0 





(33 


Arm Pı Gm 
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und 


(2\ 


y . 





de dep, M 


-+++(—-1)"p,M = 0 


a2” dx" 
werden nach No. 1. wenn M, ein Integral der letzteren ist, und man die 
Gleichungen 


d d 
(3.) a Ml)+Ml;=Mp.+ı (a=0,...m—2?2), 7, Mil )= Mıp 


wo 4,=1 ist, aufstellt, so redueirt, dass (1.) übergeht in 
ae alle 
(4.) le ET DE 5 eu, 


dat dx 
wo e, eine Constante, und (2.) durch die Substitution M- MM, "M'dx übergeht in 


>.) dm d"—-] MU 
2.) En EEE > & 
da"! 





BR | ..(—1]) ® ‚MW == VÖ. 


da? 
Es werde nun diese Reduction successivre kmal an den beiden Differential- 


gleichungen vorgenommen mittels der k Integrale der Differentialgleichung (2.): 


LA EI mE Ke fu u. - ME ARE" fax TE fu  } 


Die homogene lineare Dilferentialgleichung Ate Ordnung, die diese A Integrale 
enthält und die man von der Differentialgleichung erster Ordnung, der « 
genügt, ausgehend unter successiver Anwendung desselben Zusammenhanges. 
der zwischen (2.) und 9.) besteht, bildet, sei 
d’S a-10S8S E 

— nn te 


ver de dir’ 
Die abhängigen Variablen, in den Differentialgleichungen, die man durch die 
genannte Reduction aus (2.) herleitel, werden durch M, M®, ... M" und 
die Coelfieienten dieser Variablen bezüglich durch p,. p\”, ... pl” bezeichnet. 
so dass man nach 4-maliger Reduction aus (2.) die Gleichung erhält: 

” ut Er ee ni 2 





(8.) — ++ +(-1)" pp ,M® —= 0. 
| ar zu Pi 
Ebenso werden bei Gleichung 7.) die enisprechenden Grössen durch 8. 
Ss", 0... 8" und 9» 9» --- 9 bezeichnet. Die Formeln, welche die 
Coefhicienten der Variablen bestimmen, ergeben sich aus (3 ): 
’ (1) —] 
3, di: „ dlioeu 
0), ET 3 5 Ben u KIN: nn EI) 2 
= en a ne a A Bi 1.p! 0. 
(2) 
Ä a „ dlogu 
(1) (2) ; ei Rh O1 _ (2) (-) 
& . =p Ha), ———, a=h,....m—1,p = 1.10), =0, 
9.) (Po ha re Er ‘ F Pu-i 
| (A) 
a) _ w AP , „an dogu n ie | ()_ rn 
P: = Pa Tr, TPp-ı z ,‚a=1,...m-kHl,n=1, rd. 
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Die Diflferentialgleichung (1.) wird gleichzeitig durch successive An- 
wendung der integrirenden Factoren. die aus den Ausdrücken (6.) hervor- 


gehen, redueirt auf 


10.) ce ee fe, ne 
+ ( di, =. fdeuz), : ‚u 19°. ° fu ‚4 dx. 


wo die ce willkürliche Constanten. Die rechte Seite der Gleichung (10.) ist 
nach No. 1 das vollständige Integral der Differentialgleichung 

d’s d’ s 

(11) -—- 9, 7 rt tg8 v. 

dr I: er I 
Bei einer anderen Wahl der Integrale der Gleichung (7.) bleibt die Grösse 
auf der rechten Seite von Gleichung (10.) dem Werthe nach die nämliche. 
und man kann ibr die nämliche Form geben. wenn man für die vorigen will- 


kürlichen Constanten # neue einsetzt. Daher müssen auch die Coeffieienten 


“ auf der linken Seite in der neuen Differentialgleichung dieselben bleiben. 


Pa 
Denn sonst erhielte man. wenn man letztere von Gleichung (10.) abzieht. 


alsdann A mal differentiirt. nachdem vorher jedesmal durch die Grösse «, die 
nicht unter dem Integralzeichen steht, dividirt worden ist, eine homogene 


lineare Differentialeleichung von niedrigerer, als der m*!®n Ordnung, der die 


m linearunabhängigen Integrale von Gleichung (1.) genügen müssen. 
' sind also von der Wahl der Integrale der Gleichung (7.) 


Ä 


Die Grössen p; 
unabhängig. 


Um andererseits aus (9. ) die Formel zu finden, die p, durch pl” aus- 


Es ist zuerst nach der letzten der 


drückt. wenden wir die Induction an. 


Gleichungen (9.): 


| Ip®, Fin Me | 
Pi "=p, + F PR: », a=1,..m-—-kHl, py : 1. p u ur, 


Setzt man diesen Ausdruck von pl" in die vorletzte Gleichung (9.) ein. so 


erhält man: 





(X) 2 .(r) | 
MR | > d’ps_: \ #4 alla dlog u +2} 
KL (A a i N a - | (r) w 1) ei 
pP: = Pı 1 2 -—— + u: = are a ‚P: 17 Pa-2(19 T . 
dc dx dx d.ı 
1 
dgi =" an, Flog u k+2t 


(X) 


el russ 
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(k) (k-—2) 


dp\®, d 2 ( d } 
ee di. pi’ + de pP: > + Pa—? 9: a 


9) — WM L2- | e 
P: Ps de ' d«* r| 


m— k--2. Wo 


en 


pp =1. p 


A 


Man findet nun auf diese Weise durch Induction folgenden Ausdruck 
für p, durch pl”, den wir durch den Schluss von k—1 auf %k beweisen 
werden. Man bezeichne BD: den Ausdruck 


a WR LA d’2.-  dW2-ı 


12. ee BP » ...:.—— RER 
+ 1.2 Br dar 


dureh 


PR 


de: 


— 3%, zu nehmen ist. Für denselben gilt die Relation 


(1, a (4, Wa a  daa-ı\ 
(13.) \ dx » \l ' dx ee dx dr Yıoa 


Dann wird die Formel für p, folgende: 


= (14 . pP). +(1+- ie —p®,) + (1+ Re: gt 


el, . 

=pP=1, pp ep 
zu seizen is. Um diese Formel durch den Bohluns von k—1 auf k zu be- 
weisen, nehmen wir an, dass sie bereils bewiesen sei für den Ausdruck der 
Grössen p\’ durch pY’. Man würde dann die Formel haben 


ge \ 
>. (2) (14 p es) a’, 
Pa d.ı (k—i—b) I 


\ 


3. zeit 


(x) 


k (A) 5 Rh en Rn . 
=” — . \ — wo p k42 = =. Kr > Wwy w.- Pn-1 — () 
ist. Be man diesen Ausdruck von p!’ in die erste der Gleichungen (9.) ein. 


so erhält man, wenn noch ar —=pÜ’ = 0 gesetzt werden, für a=1,... m 


ben 


l a .; \ 
: ee 2 ( ee |; (1) 
‚? {a 3 (14 ) Pa dr de ( dx Pa-1- TOR —b) | I 
alt r. za 
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oder unter Berücksichtigung von 13... wenn g}=q’ =0 vesetzt wird 
n d dig‘ diox u 
D a \ \ : ’b—1 a) ’ 
1% Ri == v.(1 —_ n." q\ - ' BES sh U 
De EB DIR Eu ne DR 
und dies giebt. wenn q,—= 1 genommen wird. 
1: % £ d 
=, J  — "nl + y\ / f R 
Ps u dr l 7, J 


was mit Formel /14., genau übereinstimmt. 

In Formei (14.) treten als Coeffieienten die Grössen q, aus Differential- 
gleichung \%.) ein, und durch die m—hk ersten Gleichungen 14.) werden dis 
(Grössen p, successive eindenlig und zwar als ganze ralionale Functionen der 
Grössen p, und g, und deren Differentialquotienten bestimmt. Es ergiebt sich 
also wiederum, dass die ürössen p, unabhängig von der Wahl der Integral 
der Gleichung 7.) und ausser von p, nur von den Coefficienten q, abhängig sind. 

Die Grössen y, gehen aus den 4 ersten Gleichungen | 14.) eindeutig hervor. 

Aus dem Vorstehenden folet, dass in den Integralen der Dilferential- 
gleichung (2.), die durch Formel \15.) in No. 1 gegeben sind. die # ersten 
Grössen « durch solche ersetzt werden können, welche aus beliebigen 4 in- 
tegraien der Gleichung \7.) successive hervorgehen, während die folgenden 
Grössen u umeerändertl bleiben 

Wenn man die Grössen p, und y, willkürlich giebt, alsdann die Ord- 
nung der Gleichung /S ) successive um 4 erhöht, indem man die Integrale 
von 7.) einführt. vermittelst der Formeln 9.) von der letzten angefangen. 
so erhält man eine Dilferentialgleichung von der Form \2.). worin p, durch 
(14.) gegeben werden. Und wenn man entsprechend milleis der Grössen 
p\’ und der Integrale von Gleichung 7. die Gleichung \10., bilde! und die- 
selbe A mal differenttirt. nachdem vorher jedesmal durch die Grösse «, die 
nicht unter dem Integralzeichen steht. dividirt worden ist. so erhält man eine 
Gleichung der Form 1. . welche dasselbe vollständige Integral wie (10. 
enthält. und deren Coeifieienten p, durch 14.) bestimmt werden. 

Wird in der Folge vo» einer homogenen linearen Differentialgleichung 
(7.). deren Integrale sämmtlich in einer anderen 2.) enthalten sind, gesag!. 
dass rermittelst der Integrale jener diese Dijferentialgleichung 2., oder die- 
jenige ‘1. zu welcher die letztere 2.) die Differentialgleichung des integrirenden 
Factors ist, redueirt werde, so wird darunter bei der ersteren (2.) dieser beiden 


das Verfahren verstanden. welches auf Gleichung 8.) führt, bei der zweiten 
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u Tl 


1.) dasjenige, welches die Gleichung (10.) ergiebt, wo in dieser, wenn von 
homogenen Differentialgleichungen die Rede: ist, die Constanten der rechten 


Seite gleich Null zu setzen sind. 


In den Differentialgleichungen 


dy deiy u 
ia tz —-+..+p,.y = 0 


dem de'p Mi 


Be 0 


werden nun die Grössen p, als in der Umgebung von 2=a einwerthige und 
abgesehen von diesem Punkte stetige Functionen des complexen Argumentes 
x vorausgesetzt, ferner seien sie für r = a in endlicher Ordnung unendlich. 
Dasselbe finde für die Coefficienten q, von S in der Differentialeleichung 


ES gs _. 
a) rate 0 


dt dar =! 
statt, deren Integrale der Differentialgleichung 2.) genügen sollen. 

Einem beliebigen System linearunabhängiger Integrale einer solchen 
Differentialgleichung (Vgl. Abh. Bd. 74, No. 1) kann man sofort die Form der 
Integrale (8.) in No. 1 geben. wo alsdann die Grössen « Functionen des 
complexen Argumenles x sind, die in der Umgebung von z=a, in Punkten 
unsletig, sich um 2=a herum verzweigen (Vgl. ausserdem Abh. Bd. 75. No.) 
Man reducire nun mittels der Differentialgleichung (3.,) die Gleichungen (1.) und 
‚2.) nach der vorigen Nummer, dann sind die neuen Coefficienten pÜ” durch 
die m—%k ersten Gleichungen (14.) der No. 2 eindeutig als ganze rationale 
Functionen von p, und g, und deren Differentialquotienten bestimmt und haben 
daher in der Umgebung von z=a dasselbe Verhalten. welches von letzteren 
(Grössen vorausgesetzt ist. 

Es sei nun der charakteristische Index (Abh. Bd. 75. No. 1 u. 4) 

Differentialgleichung \5.) h und in den reducirten 
Pr tpny = 0 


und 


ATEM = 0 


dr" k—I1 


gleich h—h', so ist derselbe in den Gleichungen (1.) und (2.) gleich h. 
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Dieses ergiebt sich aus Formel (14.) der vorigen Nummer. Man hät 
also die zu den Coefficienten p, der Differentialeleichune 1. vehöriven Zahlen 
(Abh. Bd. 75, No. 1) 7, +m-—a (a—=0,....m) zu untersuchen. und zuzusehen. 
bei welchem Index a zuerst die grösste dieser Zahlen auftritt. Die zu den 
Coeflieienten g, der Differentialgleichung 


d’s d’-1g 


En Br‘ ] er ‘ ) 
da TI Re 


6. 
ja 
pY’ der Gleichung (4.) gehörigen „U +m—k—a a=0,...m—k) 


a 


gehörigen Zahlen seien „,+Kk—a (a=0,...k) und die zu den Üoeflicienten 


Bildet man nun aus Formel (14. in No. 2 den Ausdruck 


7 (2 -a) >, (1- _pW U Sr? 

) Pıle—a Sl 14 Pa), „Ra ir —a 
für a=0,.... m, worin noch p,=1. p“}—=0 zu setzen ist. und untersucht den- 
selben in Bezug auf den höchsten positiven Exponenten von (2 —a)”. be- 


zeichnet die grösste der zu den Coeffieienten p/’ bis pl’ gehörigen Zahlen 
durch P, und setzt P_, =--=P_L=0. P_,=-:=P ‚—P .. so eroiebt 
sich. dass jener höchste Exponent auf der rechten Seite höchstens gleich sein 
kann der erössten der Zahlen 


Base Ara, a 


et gi / 


Der höchste Exponent von (z—a)”, der für a=0,...m in der That auf de: 


rechten Seite vorkommt, kann demnach höchstens gleich der Summe der 


orössien der zu den Üoellicienten pj” und y, gehörigen Zahlen sein. Diese 


Summe wird aber erreicht und zuerst für a=h in P,_.+Yy.+k—h aus den 
Summanden pp}... 9 Die Summe der grössten der zu den Üoelflieienten 


Pi und g, gehörigen Zahlen ist demnach die grösste der zu den Coeflicienten 


p, gehörigen Zahlen und der charakteristische Index derselben %, und da also 


7 / N / \ N 7 
a,+m—h (9. +m—k—(h—-h))+(y.+k—4). 
so wird 7,= rn) ,.+Y und es isl 
| (k) » U] y Tr A Yh* = ) r A 172) 
L pP IA . 4 > Ad la y Ki . ’ n = ] « j f 


4x ä 


Es folgt hieraus: Wenn der Differentialgleichung (2.) mit dem cha- 


rakteristischen Inder h die sämmtlichen Integrale einer Differentialgleichung 
ker Ordnung |3.) mit dem charakteristischen Index h genügen, so genügen der 
Differentialgleichung (1.) die sämmtlichen Integrale einer Differentialgleichung 


m— k)ter Ordnung mit dem charakteristischen Index h—h' und umgekehrt, da 
36 * 
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die Differentialgleichung |{1., Differentialgleichung des integrireuden Factors 
von (2., ist. 

Wenn in Differentialgleichung (3.) der charakteristische Index gleich 
der Ordnung k ist und man mittels derselben die Differentialgleichung 1.) re- 
dueirt, so dass man die Differentialgleichung (10.) der No. 2 erhält, so können 
die regulären Integrale (Abh. Bd. 75. No. 1) der Differentialgleichung \1.) der 
vorliegenden Nummer nur in Differentialgleichung 4.) dieser Nummer enthalten 
sein. Denn die rechte Seite der Gleichung (10.) der No.2 kann für Werthe 
der Constanten, die von Null verschieden sind, keinem Ausdruck von der 
Form der regulären Integrale gleich sein, weil sie Integral der Gleichung (6. 
der vorliegenden Nummer ist, die, weil der charakteristische Index mit der 
Ordnung übereinstimmt, keine regulären Integrale hat (Abh. Bd. 75. No. 1). 

Die algebraische Gleichung, welche die Exponenten der etwa vorhan- 
denen regulären Integrale von Differentialgleichung (1.) bestimmt. ist. wenn 
der charakteristische Index A ist. (Abh. Bd. 74, No. 6) 


7 


ı r(r—1)..(r—(m—h)+1)[pı(2—a)"].-. 


(+rir—1)...(r—(m—h)+2)[p..1l2-—a)"*],-.++lp.\2—a 


Die Wurzeln dieser Gleichung seien 
ae 5 
Die dieser algebraischen Gleichung entsprechende, welche zur Dillerential- 
gleichung (2.) gehört, geht. wie man durch eine einfache Rechnung findel, 
aus (8.) hervor, wenn man r durch —o—1-+n,+m-—h ersetzt, wo 1,+m—h=G 
die grösste der zu den Coellicienlen p, gehörigen Zahlen ist. so dass die 
Wurzeln von letzterer Gleichung werden 
0.) 05,=-—-n1+G :... ,u=-Tr,n71+4@. 


Stellt man nun bei den Differentialgleichungen (4.) und 6.) die ent- 


sprechenden. die Exponenten der regulären Integrale bestimmenden alge- 


braischen Gleichungen auf, so findet man. wenn man in Gleichung (8.) für 
p,., die Ausdrücke (14.) in No. 2 einsetzt, nach einigen einfachen Um- 
formungeen. dass die Wurzeln 9.) der Gleichung (8S.) folgende sind: Die 
Wurzeln der zu der redueirten Differentialgleichung (4.) gehörenden alge- 
braischen Gleichung unverändert, und die Wurzeln der zu der Differential- 
(6.) gehörenden Gleichung, letztere Wurzeln vermehrt um die 


- 


gleichung 
er zu den Coeffieienten p(” gehörenden Zahlen. Die Wurzeln der 


grösste d 
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el 


chungen sind vermillelst der Ausdrücke 10.) und der entsprechenden zu « 


Differentialgleichungen (3.) und 5., gehörigen Ausdrücke bestimmt durch die 


Wurzeln der zu den Differentialgleichungen 1... 4.) und 6. »ehörenden 
Gleichungen, und es ist nach dem Vorstehenden 7, = al), +y,. Daraus er- 


viebt sich alsdann entsprechend. dass die Wurzeln 10.) foleende sind: die 
Wurzein der zur reducirenden Dilferentialgleichung 3.) gehörigen aleebraischen 
Gleichung unverändert und die Wurzeln der zur redueirten Differentialolei- 
chung (5.) gehörenden Gleichung, letztere Wurzeln vermehrt um die erössle 


der zu den Coefflieienten g, gehörigen Zahlen. 


1. 
Die Differentialgleichung 
d“y u 
1. de" Pı den 7 "PuY v. 


über deren Coefficienten dieselben Vorausseizuneen wie in der voriven 
Nummer gemacht werden und die den charakteristischen Index %h hat. besitze 


nun m-—h linearunabhängige reguläre Integrale. so viele. als sie deren über- 


haupt haben kann (Abh. Bd. 75. No. 1). Diese genügen einer homogenen 
linearen Differentialgleichung (m — Ah" Ordnung mit dem charakteristischen 
Index gleich Null (Abh. Bd. 75. No. 9). Alsdann müssen nach der vorigen 
Nummer in der Differentialeleichung 

2. = m = an u ie I p,M 0 


die sämmtlichen Inteerale einer Differentialeleichune %' Ordnune mil dem 


charakteristischen Index 4 


U" S 148 


de dam 
enthalten sein. Und umeekehrt ist dieses der Fall. so enthält die Differential- 
oleichung /1.) die Integrale einer Differentialgleichung (m — he" Ordnung mil 


dem charakteristischen Index Null und besitzt »—4 linearunabhäneige reeuläre 


Integrale. Man hat also den Satz: 
Wenn die Differentialgleichung 1.) mit dem charalteristischen Index I 
m— h linearunabhängige reguläre Integrale hat, so enthält 2.) die Integrale 


einer Differentialgleichung h’” Ordnung mit dem charakteristischen Index h und 
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umgekehrt. Für den Fall A = war dieser Satz in No. 5 der Abh. Bd. 75 


dieses Journals enthalten. Es kann nur eine Differentialgleichung m — Ah 
Ordnung mit dem charakteristischen Index „leich Null geben, deren Integrale 
in (1.) enthalten sind: da diese dıe m—h regulären von (1.) sind. Und daher 
kann es auch nur eine Dilferentialgleichung A'* Ordnung mit dem charakte- 


“ı 


ristischen Index gleich A geben, deren Integrale in 2.) enthalten sind. Denn 
redueirt man mit dieser die Gleichung |1.) und setzt in Formel (14.) No. 2 
für A= hin pl’ die Coellieienten der Dilferentialgleichung der regulären In- 
tegrale. so werden die Grössen g, durch die h ersten Gleichungen successive 


' bestimmt. 


eindeutig als Funclionen von p, und pX 

Wenn die Gleichung (3.) exislirt. so müssen die Integrale jeder Glei- 
chung, deren Ordnung gleich dem charakteristischen Index ist. die in Gleichung 
2.) enthalten sind. auch in \9.) enthalten sein. Denn redueirt man mit den 
Integralen der neuen Gleichung die Gleichung (2.), alsdann die durch diese 
Reduction erhaltene Gleichung mittels der regulären Integrale von Gleichung 
I.). was nach No. 3 angeht, und stellt auf diese Weise die Integrale von /2. 
schliesslich unter der Form (15.) in No. 1 auf. so ergiebt sich. dass die 
untersuchten Integrale in Gleichung (\9.) enthalten sein müssen. — 

Wenn die Dilferentialgleichung (1.) m —h linearunabhängige reguläre 
Integrale enthalten soll und die Gleichung. der dieselben genügen. 

” 


d.r ’ 


ist, so muss nach Abh. Bd. 75 No.}3 
} 1 p ra a 
) » 4 ” { » 
Ip (r—a) | = w—ay| 


sein. Bestimmt man mit diesen Anfangswerihen der Grössen p\” aus den 4 
ersten Gleichunsoen in Formel (14.1) No. 2 für h= %. die Werthe der h Grössen 


g,. 50 weit dieselben sich ermitteln iassen, so sind die folgenden Gleichungen 


I 


in (14.) immer, so weit die Werthe der Summanden bekannt sind, auch er- 
füllt. Denn da der charakteristische Index bei den Coefficienten g, gleich / 


ist. so ist (No. 3) z,=y, und (plz —-a)"]|,. = |n(2—a)”"],-.. Auf der 
rechten Seite in der 4+1 Gleichung in Formel 14.) in No. 2 und den fol- 


/ 


eenden Gleichungen ist aus dem letzten Summanden pl, g,(a—h=c=1....m—h 
nur der Coeflicient von (e—a) "7 der höchsten Potenz von (r-a) 
die in der Gleichung vorkommen kann. bekannt. nämlich 


», (za) |, IH — lea = LP (8 a)' 


Le 








1 ö - 


4 ‚ r,v . . » 
Thome, ur Theorie der Imearen Differentialgleichungen. def 


Auf der linken Seite steht p,,,. worin die höchste Potenz von (r—a) . die 
vorkommen kann, dieselbe ist. mil demselben Coeflieienten. 

Man kann nun, wenn eine beliebige Dillerentialgleichung (m—h\'®" Ord- 
nung mit dem charakteristischen Index gleich O. deren Integrale in Gleichung (| 
enthalten sein sollen und eine Differentialeleichune A“ Ordnune mit dem 
charakteristischen Index eleich %, deren Integrale in Gleichun® (2.) enthalten sein 
sollen, gegeben sind. nach den Sätzen am Schlusse von No. 2 die Differen- 
tialgleichungen (1.) und (2.) mit dem charakteristischen Index gleich h so be- 
stimmen, dass sie diese Eigenschaften haben. Will man demnach. um zu 
erkennen, ob Gleichung (1.) soviele regulären Integrale hat. als sie höchstens 
haben kann, untersuchen. ob der Gleichung (2.) die Integrale einer Gleichung 
hter Ordnung mit dem eharakteristischen Index gleich kA Genüge leisten. so ist zu 
bemerken, dass letztere jede beliebige dieser Art sein kann. Es würde daher. 
wenn k >1 ist (der Fall A=1 ist in Abh. Bd. 75 No 5 behandelt) alloe- 
mein genommen die umgekehrte Untersuchung leichter sein. da (vgl. Abh. 
3d. 74 No. 8) für die regulären Integrale formelle Entwickelungen exisliren. 
auf deren Convergenz es ankomml. 

Nun kann man aber mit den in No. 2 entwickelten Grundsätzen 
allgemeinere Integrale, als die regulären, solche, die letztere umfassen, unter- 
suchen, wodurch zugleich Mittel gewonnen werden. in vielen Fällen zu er- 
kennen. ob die Differentialeleichunge (2.) die Inteerale einer Dilferentialelei- 
chung Ater Ordnung mit dem charakleristischen Index A enthält. Hierzu dienen 


die Sätze der folvenden Nummer. 


), 
In der Differentialgleichung 
d"M d », M ‚ 
1. 5 d oh, -1 ) pP NL 0 

d du 
seien die Coefficienten von M in der Umeebunge von = =a einwerthie und 
p, bis p, , für 2=a in endlicher Ordnung unendlich. Die Differentialglei- 
chung besitze nun % Integrale 
‘ 1 1 l F: & 
eu au in.u den fd ln Fra dx. 
En, o dloru, ,. . 
in denen die Grössen u, , so beschaffen seien, dass — 7, in der Um- 

| re 


gebung von ze = a einwerthig und für x = a in endlicher Ordnung unendlich sei 
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Wenn dies der Fall ist, so folgt zunächst aus den Formeln (9.) in 


No. 2, dass die Grössen p,_,,, bis p, für a—=a ebenfalls in endlicher Ord- 
nung wnendlich werden. Ferner ergiebt sich aus No. 3. dass bei der Re- 


| 
’ he ’ „.dlozuw,, 
duction der Gleichung (1.) durch die Integrale M, bis M,, so oft ——— 


in nicht höherer. als der ersten Ordnung unendlich ist. der charakteristische 
Index der vorhergehenden Differentialgleichung in der neuen unverändert 


dlogu Pa e 
bleibt. wenn dagegen Zu höherer. als der ersten Ordnung unend- 
a ® 


lich ist. derselbe um eine Einheit erniedrigt wird. Wenn demnach von 
letzteren Grössen u. h vorkommen, so muss der charakteristische Index in 


Gleichung (1.) —_ h und — m— k+h' sein. 


Die Integrale (2.) genügen einer Differentialgleichung 4°" Ordnung: 


d'S d'g Ss 


dd -1 8 0. 


in welcher die Grössen g, für 2 =a in endlicher Ordnung unendlich werden. 
Es soll nun die Dijferentialgleichung, die man aus 1.) nach der Re- 
duction durch die Integrale \2.) erhält: 


d MW) d pr MW 


(4.) diem da | 


iM 0. 
kein Integral mehr von der Beschaffenheit von M, besitzen. 
I. Wenn man dann irgend ein Integral der Gleichung 1.) M hat, so 


dwgM . h 
dass in der Umgebung von z = a einwerthig und für ze =a in end- 
Fe | 


licher Ordnung unendlich ist, so kann man immer k Integrale der Gleichung (3. 
unter der Form (2.) aufstellen, worin die Grössen u die bei (2.) angegebene 
Beschaffenheit haben, und wo M, = M ist. 

Um dies zu zeigen, ist zu bemerken. dass DM. welches von der Form 


e"(z-a’ Sc (t—a). w 0 oder Ic ‚(r-a) 
T N 


a 


ist. in dem Ausdrucke 


(3.) M = u, far, Kr 1... fe U._,+2 9, de. 


ns 


r i, wo e eine bestimmte, von Nuil verschiedene Constante ist. enthalten 
sein muss: wie sich aus der Form von WM und der Voraussetzung ergieb!t. 
dass Gleichung 4.) kein Integral dieser Form mehr enthalten soll. Durch 


Reduciion der Gleichung (3.) mittels der Integrale M, bis M, entsteht eine 
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Gleichung, in welcher die Coefficienten nach No. 2 unabhängig von der Wahl 
der Integrale M, bis M, sind und ausser von g, nur abhängie von den 
Coefficienten der Diflerentialgleichung r!“ Ordnung. der M, bis M. senügen. 
Man kann also zur Reduction von Gleichung (3.) die Integrale M, bis M 
durch andere dieser Differentialgleichung rt“ Ordnung ersetzen; wobei in den 
Integralen (2.) «,_, und die folgenden Grössen « unverändert bleiben. Bildet 


1: 


man nun aus Gleichung (5.) die Grösse 


i r dlogMe 9) . 
so ist diese so beschaffen. dass a; in der Umgebune von r = a ein- 
Gr 


werthig und für x a in endlicher Ordnung unendlich ist. Man kann daher 


en Br ER. ; . e dlor Pt 
u,',,, durch M! >" IM de ausdrücken. wo A ebenso 
€ (kr 


m—- r4-2 


beschaffen ist: also den ganzen Ausdruck 


WET; fhu, er 


MI KM" IM Dip 


durch 


erseizen. wo k und %# willkürliche Constanten sind. Dann hat man stati der 


Integrale M, bis M, zur Reduction die Integrale aus dem Ausdrucke 
(6.) it, fdru,u,., Ri fax u, > fk' MT MUT da 
zu nehmen. wobei 
(7.) Be fax u a... fu sun a. 


Man kann nun in gleicher Weise die r— ! ersten Integrale in (6.) dureh 
andere der Differentialeleichung (r— 1)! Ordnung ersetzen, welchen dieselben 
genügen, und indem dasselbe Verfahren fortgesetzt wird. tritt M zulelzt an 
die Spitze der Integrale der Gleichung (3. 

ll. Aus dem genannten Satze folgt, dass, wenn man ein Integral de: 


(leichung (1.) von der Form 


(8.) ufdacı, 2... fl ) ud 


) 


hat, worin die Grössen ı' dieselbe Beschaffenheit, wie bei den Integralen \% 
haben, es k Integrale der Differentialgleichung (3.) von der Form und De- 
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schaffenheit der Integrale (2.) giebt, worin ki ist und die i ersten Grössen 
u der Reihe nach mit den Grössen w in (8.) übereinstimmen. 

Nach dem vorigen Satze hat man nämlich k Integrale von der Form 
und Beschaffenheit der Integrale (2.) von der Gleichung (3.), worin M, = u.,. 
Redueirt man mit diesen die Gleichung (1.), so erhält man, da die Coeffi- 
cienten der redueirten ausser von p, nur von g, abhängen, Gleichung (4.), die 
kein Integral von der Beschaffenheit von M, enthält. Redueirt man nun die beiden 
Differentialgleichungen (1.) und (3.) mittels des Integrales «,, so enthält die 
aus Gleichung (1.) hervorgehende %—1 Integrale von der Form und der Be- 
schaffenheit der Integrale (2.), diese genügen der aus Gleichung (3.) ent- 
stehenden. Alsdann werden diese %—1 Integrale durch andere derselben Art 
ersetzt. an deren Spitze «, steht, und indem man in gleicher Weise fortfährt, 
erhält man den zu beweisenden Satz. 

Il. Die Sätze 1. und 11. gelten unverändert und werden auf die- 


selbe Weise bewiesen, wenn man voraussetzt, dass bei den sämmtlichen Grössen 
in endlicher, aber höherer, als der ersten Ordnung unend- 


lich werde, die Gleichung (4.) kein Integral mehr von dieser beschaffenheit 
von M, besitze, und wenn man über die Grösse M in Satz 1. und die Grössen 
«u in Satz ll. dieselben Voraussetzungen wie über u macht. 

Bei dem Beweise ist zu berücksichtigen, dass die Grössen u, M, u 


! 


die Form 
a 


F . — 
e(z—-a) Sc (r-a), w= LIc_,(t—-a) 


1 
haben. und dass die Grössen w bei den Umformungen der Integrale unver- 
ändert bleiben. 
IV. Ebenso gelten die Sätze 1. und 1. unverändert, wenn man vor- 
4 ’ dlogu . _. | 
ausselzt, dass bei sämmtlichen uw in (2.) a nicht höherer, als der ersten 
Ordnung unendlich wird, die Gleichung (4.) kein solches Integral von der be- 
schaffenheit von M, enthalte, und die Grössen M und w sich wie u verhalten. 
Dieses sind die regulären Integrale. 
V. Wenn man mehrere Functionen hat von den Ausdrücken 


7 m. w m WW ww 
1 'G,, € "2 eic., e 'vw., e fe v)e de, 


W, W, ‚_W, 1.8... 
le Yin © yıf(e u.) e :w,d«, oh OR, 
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e . en z „r . Y r \ s Y 
worin die Grössen w und w die Form O oder Ze_,(x—a) *, die Grössen q 
Ä 


I. 
. v Y ” i r ö R y 
und ıw die Form (ce —aVFc,(2— a) haben. und worin die Grössen ıw.. w». ... w. 
0 - 
O5. ... alle von einander verschieden sind, so kann man aus diesen ebenso viel, 


Integrale der Form (2.) zusammensetzen, worin die Grössen u alle die dort 
angegebene Beschaffenheit haben. Die Exponenten w und w' kommen in 
unverändert vor. 

Denn die Ausdrücke der Form e"y,. ... e"g.. worin die or von 


einander verschieden. sind in einem Integrale der Form 
‚10. e' yıfdı e"'p,) € Zr fh BT 
enthalten, wo % eine willkürliche Constante ist und die Grössen y Ausdrücke 


A\ 


I. 
von der Form (x —a) Se,(r—a“ besitzen. Will man nun Funectionen der 
ı} 


n m 1 ‚WW _ı W h 
Form e 'w,. e uf e 'w,)e 'w,de ete. mit dem Inteerale /10.) verbinden. 


so erhält man zunächst 
w w P, w a _, Ww ww ‚ 
11.) Er ae pıfdr e'p,)e Yu. fe er AN nd a 2 
wo ec eine von Null verschiedene Constante ist. Wendet man wun das Ver- 
fahren, welches zum Beweise von Satz I. diesep Nummer gedient hal. an. 
so wird das Integral der rechten Seite, wenn ce eine willkürliche Constante 


ist, ersetzt dureh eines der Form 
’ T 0 m ur, WM; Th 
12. e ' far (etw) te h. ef A N ee 


sE _ 


worin 4 eine willkürliche Constante ist. die Grössen / wie y und 


1) . m . « . . . « . .. ı ' . 
schaffen sind, e 'w, an die Spitze tritt. die Grössen @» unverändert bleiben. 


Dann hat man ferner 


‘ in te j mn LU. f 4 Im U: 

13. A FE hfde e tie *t je ei) ee ER 
wo e' eine von Null verschiedene Constante ist. Und nachdem man auf die- 
selbe Weise wie vorhin dieses Intesral. wenn e' eine willkürliche Constanie 
R . . ZB ° No . . 
ist. durch ein anderes ersetzt hat, worin e 'g, an die Spitze tritt. wird letzieres 

a EN . m, , m, 1 . ai 

Inteoral als Grösse » in e 'w, fie 'w,\ "ade eingesetzt. und so erhält man 
schliesslich sämmtliche Ausdrücke (9.) unter der Form der Integrale 2. 


Dieses werde nun auf die Untersuchuneen der vorigen Nummer an- 


37 # 
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gewandt. Wenn der Differentialgleichung (1.), in welcher der charakteristische 
Index A>>0 ist, A Integrale der Form (2.) genügen. worin die Grössen ı 


do ” i ; R 
so beschaffen sind, dass nr für 2=a in endlicher aber höherer, als der 


ersten Ordnung unendlich wird, so genügen diese Integrale einer Differential- 
gleichung A'e Ordnung mit dem charakteristischen Index k. Alsdann enthält 


die Gleichung 


Pı der Ka Pd - 0 


mh reguläre Integrale, und man erhält diese Differentialgleichung durch 
Formel (10.) in No. 2 so weit aufgelöst, dass die linke Seite dieser Formel 
gleich Null gesetzt, die regulären Integrale enthält, und nach No. 1 erhält man 
entsprechend die Differentialgleichung (1.) der vorliegenden Nummer aufgelöst. 
Kennt man weniger als k solcher Integrale, so reducirt man die Gleichung (14. 
mit denselben und erhält eine homogene Differentialgleichung, die nach No. 3 
die regulären Integrale noch enthält. Nach Satz V. sind nun Integrale der Glei- 


rs 
[Mi 


chung (1.) von der Form \9.) zu suchen, worin w, w' etc. die Form Ic_,(2—a) 
- e 1 


besitzen; und wenn die Gleichung (1.) weniger als h solcher Integrale liefert, 
so ist dieselbe mit den vorhandenen zu reduciren. und die reducirte Gleichung 


in derselben Weise zu untersuchen. 


6. 
Es ist nun bei der Dilferentialgleichung 


d" M d"!oM 


d.c" da! 


Ca .++(—1,"p,M =V$, 


deren charakteristischer Index k > 0 ist, zu untersuchen, ob sie Integrale der 


. 
Form e"(zs—a)Sc,(c-a), w=3c_|r—-a)”" besitzt. 


- l 
Es werde 
T oWw low 
We AR a'ert, RN 
dir’ dr! a 


dw dt 
Ber, a u 
d.r 
. —ı( .. dır 
» = Sc_,(2—a)* und zur Abkürzung 7, 3 gesetzt. 
f dir 2; 


Ist hier 
TE dan Dass 
Hk‘ ı) m + ri Hkvn t, 


da—° 


a’ 


da’! 


l,_ı 











rs , rg‘ . . ö 
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so wird 
di Br: 0 et It 
L, m — 1’ ) ar sie u k5 ) — R,;_; } { 
die’ d.r’ da d.ır 
+2 dke—V dk" zZ» akt zZ | 
da d 2 da 
Liv ’z - kV’ z UT ’z 


Hieraus ergiebt sich für den Öoelfieienten kY "2 derWerthrz. für 4’ (ri . z 
si 4 


. 


i r(r—1) / dz 
dei W erth IE [ me 


Formel. die durch den Schluss von r--1 auf r sich ohne Weiteres verifi- 


2’). und auf diese Weise findet man für /. foleende 


eiren lässt: 


/ Je er; r(r—1) ern / 
Zu rra— —— (lg — He at, 
ee et 
(") ) 
da da,_ı 
d, = 2%, dl; S d, u. En u R d ad | £ 
d. d.ı 


Der Ausdruck von «a, fängt mit 2° an und hierauf folgen Glieder. bei denen 
die Ordnung, in welchen sie für x = a unendlich werden, wenigstens um x 
ala | ‚ds 


niedriger ist; das erste derselben is! . 5? auf welches weitere 
7 . X 


Glieder folgen, die für #-=a in niedrigerer Ordnmg unendlich werden. Bring! 


man jetzt die Differentialgleichung 1.) auf die Form 





d“ M a”-'M 
4. —+r, — ter, M 0. 
da «dr ei, 
wo 
% _- us - 
(N. | (m—1)..(m—a+1) d='» m—2)..(m—aJ+1) 4°”°’p w 
Ian. zuunip ie A ME bet A ae | 2 — u 77 
\ n 1.2...(Q- l d rd 1 I.2 Rs dl 2 d ‚a . m / N 
(a=2,....m) ist. und setzt M=e”N, so geht 4.) über in 
(6 d"" N d"-'N m(m-—1) ıd"-”N dN \ 
.) —— + ma |- 4 —— 7774, — — ++ MmMa,.-ı 1 M 
d.ır 1.2 aan" d.r 
rr, | (m —1 a, r | m a ‚7 d ı7 
r m— 2) J a 7 
4 | d.? | 
. 


Es ist nun zuzusehen. ob die Grösse z sich so bestimmen lasst. dass Glei- 
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I 
chung 6.) ein Integral von der Form (x—-a) Se,(x—a)" haben kann. Hierzu 
0 


muss der charakteristische Index dieser Differentialgleichung klemer als die 
Ordnung sein. (Abh. Bd. 75 dieses Journals No. 1.) 


' gleich an +1 


Nun ist in a, der höchste Exponent von (2 —a) 
Daher wird in einer Horizontalreihe in (6.) r,(1.(m—b)a,....a,_,) in welcher 
entweder r, = 1 oder r, für »—=a von Null verschieden ist. das folgende 
(lied in einer Ordnung für ze =a unendlich, die um »-+1 höher ist. als bei 
dem vorhergehenden. Wenn man daher die Coefficienien zweier aufeinander 
olgenden Differentialquotienten von N betrachtet und bei jedem von beiden 
Coeifieienten von allen Potenzen von (z—a)”', die in den Gliedern vor- 
kommen. die höchste herausnimmi, so ist dieselbe bei dem Coelfficienten des 
niedrigeren Differentialquotienten wenigstens um »-+-1 höher. Damit also der 
charakteristische Index kleiner als m werde, ist folgende Bedingung noth- 
wendig: 

\immt man bei dem Ausdrucke 

T a„ta,.ırnnt'"+r 

von allen Potenzen von (x—a) '. die in den Summanden desselben vorkommen, 
die höchste heraus, so muss diese mit den n—! niedrigeren aus dem Gresammı- 
ausdruck \T.) ausfallen. 

Da in a, die Glieder, die anf 3’ folgen, in einer Ordnung für 2 = a 
unendlich werden, die wenigstens um » niedriger ist. als in 2°, so ergieb! 


j FENDER dır . 
sich, dass wenn man bei beliebigem 3 = z, yon allen Potenzen von (r—a)', 
2 


die in den Summanden des Ausdruckes (7.) vorkommen, die höchste und die 
»—1 niedrigeren herausnimmt, diese in den einzelnen Summanden des Aus- 
druckes (7., dieselben sind, die aus den Summanden des Ausdruckes 
($,) > 78 + +rr 
hervorgehen, und diese stimmen wieder. wie sich aus den Formeln (5.) er- 
siebt,. mit denjenigen überein, die die Summanden des Ausdruckes 
(9, 3" — 92 4.41)" p, 
liefern. Wenn ferner der charakteristische Index in Gleichung (1.) A ist. so 


kommt! die höchste Potenz von (r-a)”' von allen. die sich in den Summanden 


i 


von ı9.) finden. nebst den »—1 niedrieeren nur in den Summanden des 


' ER, 
Ausdrui nes 


N p,3" 








VD 
m 


’ 
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vor. und Jamit dieselben aus diesem Ausdrucke. wenn A 0 ist. ausfallen. 


ist nothwendig und hinreichend. dass dieselbe Bedingung erfüllt sei bei dem 


Ausdrucke 
11 #— 92 +-+(-N)p.- 
2 . du | 
Aus dem Ausdrucke (11.) müssen also. wenn man 2 —., 0= $c_(r-a 
(dd 


einselzt, von allen Potenzen von (x —a) '. die in den Summanden vorkommen, 
die höchste und die n—1 niedrigeren verschwinden. Diese Bedingung bestimmt 


zunächst den Exponenten n+1 der höchsten Potenz von (z—-a\' in z und 


den Coefficienten dieser Potenz. 
Die Ordnungszahl, in der p, für x = a unendlich ist. wird wie früher 


(No. 3) durch 7, bezeichnet. wo 7,=0 ist. wenn p, für x =a nicht unend- 
den ein- 


y 


lich. Die Exponenten der höchsten Potenzen von (2 — a)”, die in 
zelnen Summanden von (11.) vorkommen. sind dann in der Reihe: 
(12.) h(n+1). ,+(h-Nia +1), m+ih—2)(n +1). | 


enthalten. wenn 7, >60 ist; und wenn 7,=ÜÖ ist, so ist in dem betreffenden 


Summanden der höchste Exponent von (x a) ' kleiner als die 
Zahlen der Reihe (12.). Demnach geht der höchste Exponent von allen Po- 
a)", die in den Summanden des Ausdrucks (11.) vorkommen. 


ersie der 


tenzen von (T- 
immer aus der Reihe (12.) hervor. Er muss nun, damit die entsprechende 
1 


ausfällt. weniestens zweimal in der Reihe (12. 


Potenz von (z—-a)' aus (11. 


vorkommen. Bringt man diese Reihe auf die Form: 


’T, a 
(13.) h(n+1), y+(h-NDir-+l 0: h-2)(n+1 h 
- t 
so sind hier die positiven Zahlen 
71 7 
(14.\ AT ne n 
ee VD RER 
zu untersuchen. von denen die letzte —— ist. Bezeichnet man die erösste 
“ At 


dieser Zahlen durch y, so kann »-+-1 nicht grösser als g sein, weil sons! 
I) grösser, als alle anderen Zahlen in der Reihe | 13.) würde. Es mass 


2 sein. worin 


1 
kin 


daher, damit ein brauchbarer Werth von n-+-1 möglich ist, q 


enthalten ist, dass , jedenfalls —h+2. Es sei nun 9-2 und trete zuletz! 


- 7 " 5 ’ 
bei — auf. Ist dasselbe ganzzahlige. so 
. . 


„+1 und der Coefficient von (e—a)” ın z wird bestimmt durch 


bestimmt es einen Werth von 


die 
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Gleichung: 


7 —] > 


(15.) #—[p(2-a)),_ „oT +Llp(2-a)”), „oe "— + (-1) [p. (2-a)”]),, = 0. 


jt 2 r 


Setzt man hierauf. wenn 49>>2 ist, kleinere Zahlen als y für »-+1 in die 


ö z P 5 . 7T ’ 7 " 
Reihe (13.) ein, so ist immer e—-+(h—e)(n-1) erösser. als die vorher- 
2 | 


sehenden Zahlen. daher kann ein weiterer Werth von »+1 nur aus der Reihe 
(16.) n,+(h—ce)(a+1). n,.,.,t(h-ce-I\a Hl). ... m, 
für »-+-1 <_g hervorgehen. Hier hat. man nun in derselben Weise wie vorher 
die Reihe 
(17.) (h-e)(a-+l), 7, —-7,+(h-e—IN)(n-+1). 
zu untersuchen. Von den Zahlen 
Bar Bi Wet? u 
h—c 

wovon die letzte jedenfalls positiv. sei die grösste positive g. „+1 kann 
nicht grösser, als g’ sein. weil sonst die erste Zahl in (16.) grösser als die 


£ r . . 7T "Ai { er f 
folgenden. Nun ist g’ kleiner, als g=—: denn g’: BEE, 
« u . (‘ « Be ” ” 


7 


. N. . : . . NN 
weil — <I—: - "2 und Irete zuletzt bei —— auf. Dasselbe 
a . - - -( 


iR 


( Ü 


bestimmt. wenn es ganzzahlig ist, einen Werth von »-+1 und der Coefficien! 
von (r-—a) ” in z ist Wurzel der Gleichung 
Der ; ge ” N 

19.\ Ö — L (x -aw“| FR " 4...4 \ —1 ) | (ra) | 

p Jr=a p ı 
Ist 9 — 2. so hat man in gleicher Weise die Reihe 

— 1. 
20.) 

zu untersuchen. in der die grösste positive ganze Zahl g”- 


. Tu — T,. \ 1.— N 
— (?’ 


“ec, weil 


Auf diese Weise erhält man also eindeutig die möglichen Werthe von 
„+1 aus den Zahlen g, g etc. und die zugehörigen Coefficienten von (r—a) " 
in z bezüglich als Wurzeln der Gleichungen (15.). (19.) ete. 


Es werde nun zunächst dieselbe Untersuchung an derjenigen Diffe- 











vr " r . . . . . . 
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rentialgleichung angestellt. die man aus (1.) durch die Substitution 


M= u; fu N'dr 


erhält: 
d“-1! m dep) MO) 
> . ie u ee inte Pi ? & | (i) (if 
21) ze, (-1)"-"p® ,M 0 
| 
dlogu, . j ” 
wenn Zr in der Umgebung von 2 = «a einwerthig und für 2° a in end- 


licher Ordnung unendlich wird. Die Coeffiecienten von MV in dieser Gleichung 
sind (No. 2) 


c) 
y, APa-ı , „cn dloga 


(2) 92,=P" 


—t.- 


dz | Fe-ı z . a Be Ps F u 0). 


Der dem Ausdrucke (11.) entsprechende Ausdruck bei der Gleichung (21. 
4 dlog u nn : M ' ' ' 
wird, wenn - ee für 2= a in höherer. als der ersten Ordnung unend- 
lich, so dass der charakteristische Index Ah der Gleichung (1.) um 1 ver- 
mindert worden ist. 

(23.) u" — pi u ++ ir 


1 


dlog Bine: 


’ für z=a in nicht höherer. als der ersten Ordnung un- 
(IT 


und wenn 


endlich. 
(24) "—p WW + iv”. 


Setzt man aber für »p, den Werth (22.) in die Formel (11.) ein. so sieht 
man, dass die höchste Potenz von (2 —a) ' von allen, die in den Summanden 
von (11.) vorkommen und die »—1 niedrigeren in dem ersteren Falle, wo 


dlogu ' ad 
———- in höherer als der ersten Ordnung unendlich wird. dieselben sein 


müssen in den Summanden des Ausdruckes 


\ an dx p? \f Pi da r 
a) iz Eee 1 7-1 (1) () _ m! FR (v) 08 
(\£&). en ' ) | 7) : at AuR 
| (Pa Piz: d.c / ! dr 
/.  dlogu . er Bat Ik | nen } 
\ \ PR] d = ) N x Pi 2 ... N p AP 


in dem zweiten Falle dieselben in den Summanden des Ausdruckes: 
26) N". 


Sucht man nun durch die Bedingung. die bei (11.) angegeben ist. die höchste 


Mat! Bd. LXXVI. Heft 4 le, 


pe ri 1, 
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Potenz von (e—a) in a und z aus den beiden Ausdrücken (23.) und (25.) 
zu bestimmen, so sieht man aus dem Vergleiche dieser beiden Ausdrücke, 
dass jeder Exponent der höchsten Potenz von (x—a) ' und der zugehörige 
Coeflieient in den Grössen a bei der Differentialgleichung (21.), auch in den 
Grössen 3 bei Gleichung (1.) vorkommen und ausserdem bei letzterer Glei- 
chung die entsprechenden Werthe aus «,'. Und vergleicht man (24.) mit 
(26.). so ergiebt sich, dass jene Exponenten und Coefficienten bei beiden 
Differentialgleichungen dieseiben sind. Daraus folgt: 


Wenn man die Integrale (2.) in No. 5 anfstellt und diejenigen Grössen 


dloru-! . , “ 
er - in endlicher, aber höherer. als der ersten 
Ur ; x 
Ordnung für 2=a unendlich wird, so ergiebt sich, dass der Exponent und 
| 
unter den entspre- 


u untersucht, bei welchen 


1 


ee ++. dIoKH” 
Coefficient der höchsten Potenz von (a—a) in — 


dx 
chenden Werthen enthalten sind, die bei der Grösse z von Gleichung (1.) auf- 
treten und aus Formel (11.) nach dem Vorhergehenden bestimmt sind. Die 
Anzahl der genannten Grössen u kann nicht grösser sein, als die Summe der 
Wurzeln der Gleichungen (15.), (19.) ete., die bei Bestimmung von 3 auftreten. 

Es ist nun die Grösse 3 bei Gleichung (1.) aus der Bedingung, die 
bei (11.) angegeben, weiter zu bestimmen. Aus den Zahlen y, g ele. sei 
also ein brauchbarer Exponent »-+1 von (e—a)”' gefunden und man nehme 
als Coefliecienten dieser Potenz eine einfache Wurzel der zugehörigen Glei- 
chungen (15.), (19.) ete. Es werde der Ausdruck (11.) durch f(z) bezeichnet. 


- + . . oO (2) 4 » . r 
Unter der gemachten Voraussetzung verschwindet in a - der Coefficient AK 
| S 3, 


= 


der höchsten Potenz von (z—a)”' von allen Potenzen, die in den Summanden 
do 


vorkommen, nicht. Die » Coefficienten in 3 = "aD lie >c_,(2-a)”" sind 
. l 


dann durch die Bedingung, die bei (11.) angegeben, eindeutig bestimmt. Denn 
stellt man die diese Bedingung, ausdrückenden » Gleichungen auf, so führt 
jede neue einen folgenden Coelfficienten von z im ersten Grade ein, multi- 
plieirt mit der von Null verschiedenen Grösse K. Es ist nun ebenfalls von 


Null verschieden der Coefficient der höchsten Potenz von (2 —a)”' aus allen 


Summanden von 





Oz" f(z) a 
e OXx 


ru ( m—h)fiz2)+2 


0% 


Fr i j : h dN. i 
Letztere Potenz mit ihrem Coeffieienten ist aber im Factor von Fr Gleichung (6.) 
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gleich der höchsten Potenz von (-—a)”' von allen. die in den Summanden enthalten 
sind. Und da von den „+1 höheren Potenzen von (re — a)", den höchsten, 
die in den Summanden des Factors von N\ enthalten sind. die höchste und 
die »—1 niedrigeren aus diesem Factor ausfallen, so wird der charakteristische 
Index in Gleichung (6.) gleich m—1. Zugleich ergiebt sich aus Formel (25.\ 
und (26.), dass die Ausdrücke von z, die einfachen Wurzeln der Gleichungen 
(15.). (19.) etc. entsprechen und nicht bei der Reduction verwandt werden, 
in der neuen Differentialgleichung unverändert erhalten bleiben. Wenn eine 


Wurzel der Gleichungen (15.). (19.) etc. mehrfach r mal vorkommt. so ver- 
u PER 
. . O \s) . ai = . . 
schwindet in ———- die höchste Potenz von (2—a)”' von allen, die in den 
u 


= 


einzelnen Summanden vorkommen, nicht. Der Coelflieient der höchsten Potenz 


/ a Y . h) d N x 
von (2 —a)” aus allen Summanden in dem Faclor von ges verschwindet 
dE 


. .. 2 y . . ” d 1X . 5 
nicht, während dies der Fall ist bei den Factoren von 7 ""N. Die Be- 
(LE 


stimmung der Coeflicienlen in z wird im Allgemeinen mehrdeutig; es treten 
ausser den durch die Bedingung bei Formel (11.) gegebenen » Gleichungen 
noch so viele hinzu, dass der charakteristische Index in Gleichung (6.) kleiner 
als die Ordnung wird. — 


Wenn man voraussetz!, dass die Gleichung (1.) in No. 4 


a"y ae | 
74 67 mar 2 u 


de" 
m—h reguläre Integrale habe, so müssen die Integrale der Gleichung (1. 


der vorliegenden Nummer von der Form 


u 7 
e"(z-a) Sc, (c-a), w=2c_,(2-a)” 
j u £ l 


auch der Gleichung (3.) in No. 4 


ö VS ds | 2 ak 
(27.) Ren ER ER» +..+(—1)g,S = 0 


de“ da! 


genügen. Dann hängen durch Formel (14 ) in No. 2 die Grössen g, mit p, 


und p\ zusammen, und es ist 


„ 7 a Para H 
[pı (2a), a > | r (ra) | 


Es werde nun dieser Zusammenhang der Grössen g, mit p, und p\ ' durch 
Formel (14.) in No. 2 als bestehend -vorausgeselzt, wobei die Grössen p\' den 


charakteristischen Index Null und g, den charakteristischen Index A haben. 
> De 
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Alsdann ist der Ausdruck 
























28) ® er 


dw’ 


= ——, w = N k_,(2—a)”", der bei Gleichung (27.) dem Ausdrucke (11.) 


dx Ä di 
bei Gleichung (1.) entspricht, zu untersuchen und zuzusehen, inwiefern sich aus 
(12. ) und (28.) durch die Bedingung, die bei (11.) angegeben ist, übereinslimmende 
Werthe von z und v ergeben. Setzt man aber in (11.) für p, seinen Aus- 
druck durch Formel (14.) in No. 2, so ergiebt sich, dass bei einem beliebigen 
= die höchste Potenz von (e—a)”' aus allen Summanden und die »—1 nie- 
drigeren, die in den einzelnen Summanden von (11.) vorkommen, dieselben 
sein müssen. die für z=rv aus den Summanden von (28.) hervorgehen. 
Daraus folgt, dass die höchste Potenz von (z—a)”' aus allen Summanden 


von (28.). die aus dem Gesammlausdrucke (28.) ausfällt, dieselben Exponenten 





hat und zur Bestimmung der Coefficienten dieser Potenz dieselben Gleichungen 
bestehen wie bei (11.). Einer einfachen Wurzel einer solchen Gleichung 
entspricht dann derselbe vollständig bestimmte Ausdruck von z und e, und der 
charakteristische Index wird bei Gleichung (27.) nach Substitulion von S=e"T, 
die’ 


vr um Eins weniser als die Ordnune. wie bei Gleiehuns (6.). Man 
(dt = ; 


erhält alsdann aus beiden Differentialgleichungen Entwickelungen der Form 


z— a)’ Sce,(7—a), wo c, von Nuli verschieden ist, wo man von der Grösse 


r noch nachweisen kann, dass sie für beide Gleichungen dieselbe ist. Denn 


r wird (vgl. Abh. Bd. 74, No. 6) bei Gleichung (6.) gleich einem Quolienten. 


dessen Nenner der von Null verschiedene Coeffieient der höchsten Potenz 
ER ’ ; dN 

von (r-a von allen ist. die in den Summanden des Faclors von Zu. vor- 
dt! 


kommen. und dessen Zähler der Üoellieient der um Eins höheren Polenz 


von (r—a)”' im Factor von N ist. Nun wird dieser Quotient bei Gleichung 


6.), wenn der Ausdruck (11.) gleich fiz) gesetzt wird, gleich der Grösse: 
rs u „SE TN HE... re ER 
r u 02 ee de Pen J 02""f(2) 


(239. 


und diese wird gleich: 






d ofiz oO’f(z2) ds 
fi»)  — - Of\ en 3 / — . fi a p To \ 
\ deze 03 02 ds.’ ! J 


Ivm 


“N 
OU, ! 





Der entsprechende Quolient bei Gleichung (27.) wird, wenn der Ausdruck (28.) 
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oleich y(e) gesetzt wird: 


(& (»\ d 04 (0) Br og») dos £ a 
p\e)- ur 
N 


iv 


ee oo ou dr ) 0 ©) 


(31.) 


OU 


Da nun ze ist und in f(z) und y(e) die höchste Potenz von (r— a)" aus 
allen Summanden in den entsprechenden Summanden vorkommt mit überein- 


stimmenden Coeffieienten. so hat man 


dt 0% - 02 dx) 0f(%) Pe ov ov de /oy(W | 
l 


“ 


) Y -_ - 2 Pi -_ . = / - “ ys ys 
f d ofiz ‚ Of@) ds \0a I, d dg(v) o’y(o) des r—a | 
l 


Und setzt man in | - für p, in fiz) den Ausdruck durch Formel 


14.\ ın No. 2. so erhält man 


$iz)(r d „h—!__q zr=? | da 
f tend . / I — ı")(z—a 
of z) ofiz 
02 - U2 
e i Ev) =; ’ "Darıkb dl 
nd dieses wird [X IE RE: I ed DE Ann m .„ wodurch die 


op (e _of(z 
OD O2 
Uebereinsiimmuns der Werthe von r erwiesen ist. 
Ist nun z so bestimmt. dass der charakleristische Index in Gleichung 
(6.) kleiner als m wird. so kommt es auf die Convereenz der formellen 
Entwickelungen der regulären Integrale von (6.) an, welche Entwickelungen 


y — r ° | I \ rh ‚ı” ah ) | +77 ip / 
man nach Abhandlung Bd. 74 No.8 bildet. Nach dem Vorbergehenden wird zu 


einem Werthe von z der charakteristische Index der Gleichune (6.) im Alloemeinen 


Il: zu diesem Werthe von z hat man dann eine einziee KEntwickelune der Form 


u 


C\T di) 


(2 -a)2 
in Bezug auf die Convergenz zu untersuchen. Findet man mehrere Inlegralc 
von der Form (9.) in No.5, worin w, w' von Null verschieden, so kann 


man nach No. 5 Satz V. mit diesen die Gleichunse (1.) ebenso oft redueiren. 


" nf 


und hat, wenn die Anzahl jener Integrale kleiner als A war, die redueirtl 
Gleichung in derselben Weise zu unlersuchen. #rgeber sich aus den Aus- 
drücken (14.). (18.) ele. solche Werthe des Exponerien n+1 der höchsten 


Potenz von (a—a)"' in 2, dass die Wurzeln der die Üoeffieienlen diesen 


 } 


J 


Potenz beslimmenden Gleichungen (!5.). (19.) ete. in der Anzahl h auftreten 
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und jede einfach in der betreffenden Gleichung vorkommt, so erhält man ) 


vollständig bestimmte Entwickelungen der Form e"(zs—- a) Sc, (z— a), worin 
A 0 


die Grössen w von einander verschieden sind, welche Entwickelungen, wenn 
sie convergiren, ebenso viele Integrale der Gleichung (1.) darstellen. Mittels 
derselben wird nach No. 5 die Differentialgleichung (14.) in No. 5. die alsdanı 
m— h reguläre Integrale enthält, durch die Formel (10.) in No. 2 aufgelöst, 
in welcher Formel die rechte Seite mittels der vorhin genannien A Integrale 
dargestellt wird und die linke Seite, gleich Null gesetzt, die regulären Integrale 
»nthält. Nach No. 1 ist dadurch auch die Differentialgleichung (1.) der vor- 


liegenden Nummer aufgelöst. 


Berlin. den 7. Mai 1873. 
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Extrait d’une lettre de Monsieur Ch. Hermile 3a 
Monsieur Paul Gordan. 


En attendant, cest des fraclions conlinues algebrigues qu« 


c 


ie prends la liberte de vous entretenir, ou plulöt d’une extension de celte 


'heorie. ayant cherche le systeme des polynömes entiers en x, U, , W. 
tels que le developpement de l'expression a trois lermes 


Usinz--Veose+-W 


U 


commenece par la plus haute puissance possible de la variable. Ces polynöme: 

jorment une serie doublement infinie, ainsi que pouvait le faire presumer 

lanalogie avec la theorie arithmetique des minima successils de la quanlite: 
2 +-ay+bz, 

ou a et b sont des conslantes numeriques, x, y, 3 des nompbres enliers. Ües 

minima s’obliennent en effet par la r@duction conlinuelle de la forme qua- 
dralique ternaire: 

, 


ztay+bz) + —H 
« / } 


ou entrent deux indelermindes « et 5 auxquelles doivent etre attribuees toutes 
les valeurs de zero a linfini. La premiere serie conduira a la fraction con- 


'inue de Lambert: 


we 


et s’oblient ainsi: 
Soit A=sinz, puis successivement: 


A: / Axzdre = sinr—xco0St, 


A; j A, da = ($-z)sne —Ircose, 


A; f A,cde = (15-6 er’) sine — (15 — x’ 
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# 


general: A, / A,xedr. Les formules elemenlaires: 


« 
( 


fvos# Fix)de = sney(r)+cosr Kr), 


/sin ıF\z)de = sine (2)—- coseX ir, 


ou Fon suppose: Fr) un polynöme enlier et: 

Ä (x) _ F(x) es F'(x) + F'\ (z) 
montrent que A, est de la forme Usinr-+Vcosz, U et V cetant des poly- 
nömes enliers dont l’un est du degre » et l’autre du degre r--1. En second 
lien si lon part du developpement en serie: 

ÄA=M2=: 
on en conelura aisement: 


A. 


ou ENCOTrEe: 


Le premier terme de celte serie elant en ©", vous voyez que U el V son! 
bien les polynömes qui resultent de la theorie des fraclions conlinues. Mais 
on peut y parvenir par une aulre voie. 


Be ei sin 
Soit: A — „> puis successivement: 


I da sınr -- 2Cosz 


I A, 


- On reconnail immediatemen! quon aura 
x in 


et en general: 


eins Voosz 
AT Usına r COST 


4A ,, f 


Zr 
U ei V etant encore des poliynömes dont un est de deere » ei lautre 


deere r—1: on obtient aussi facilemen! la serie: 


a, 
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1 s’ensuit que: U, : Zr; et par consequen! 
Ans | d / 1 \ 
br dr \ J x 


c est-a-dire: 


Au = (An+1)A,- —r; 


dA, 


— — A, 7, et nous parvenons enire trois lermes conseeulls a la 
dx 


mals 


relation: 
;; 2un-+1)A,-A, 8X 


De la se tire la fraction continue de Lambert, et l'equation dilierenlielle des 
transcendantes de Bessel. Il suffil en elfet d’observer que: 
I dA IrdA, 1 dä 


A, „4 — | ' 
ua x dx ze N Be x dx 
pour passer de l'egalite A, = (?»—1,A,_,—- A, ,x A celte equation si connue 
d’A, 2n dA, 
-—— - A >, 
dr = 82 


HHE 


dont une seconde solu!ion est donnee comme il est aise de voir na 
A - Veosr—J} sin .r. 
Je vais maintenant sorlir du domaine des fraclions eontinues. et delinir 


une seconde serie de polynömes U, F, W en posant: 


puis successivemeni une troisieme, une qualrieme etc. par les relation 
blables: 


(! f h.dr. I) f Dar, eie: 


les formules deja employees: 


feos.r Fixz)dr smerie)+coseh ie), 
/sinx F'z)de = sine$ (ze) —cosr\ (r 


7» 
4 


donnent la composition de ces quantiles, ei monirent quen designan! par 


le terme general de la serie de rang p, on aura: 
'p 
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U/sinz-+NVecosce-+ W, 


2 
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U et V etant des polynömes entiers l’un du degre x, Yautre du degre n—1, 
et W de degre p--1. Or le developpement: 


P ge rp y (eh | -2) (2k N t)... (2k 4 2n) (- iye” 
u; + mi ih ne u zT 


. - 0) 1.2.3...2k+2n pP 





dont le premier terme est de degree 2r+p, a bien la forme voulue. (es 
memes quantiles peuvent sobtenir d’une autre maniere comme il suit. Posons 


suivant que p est pair ou impair: 


x\1ı 
\ 


{ AN 
a A 
Y = | cos. 1 - 


x” 


ou bien: 


el faisons suecessivement: 
I EEE I dB, I dB. 


, — - 9 a A 
Pi x dx ”- 2 de Pas 2 ds 
Cetie loi de formation donne tres-facilement le developpement en serie de 
‘,, en partant du developpement de P, a savoir: 
‘pP 


On relrouve alnsı: 





ce qui conduit a la relation: 


x : 
P, geintp ’ 


d’ou l’on lire comme pour les quantiles A,, celle-ei: 


dP, 
dx 


Pr = (?n-+p)P,- 


u 


> 


Mais la derivee und est le »® terme de la (p—1)*® serie, faisant done: 
= 9 #4 
nous aurons Ssuccessivement: 
„.ı = (?n+?2)B,—-A,T, 
(2n-+-83)0,—B,z, 


(2n-+4)D,—CÜ,2. 





vantes: 


A, 
A: 
A, 
A; 
A; 


o 


Bi 


D, 


D, 
D, 
D, 


3 
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Jai caleule par ces formules ei celles qui concernent A, les valeurs sui- 


sinz—.rcosr. 

S—-r)sine—J.rcosr, 

15—6r')sine —(l5.r —r’)cost, 

(105 — 45.:r°+ 2?) sine — (105 2 — 1Or’)cosır, 


(945 — 420 2’ +-15 x*) sine — (945 2 — 105 2’ + 2’) cosr, 


—cosr-+1. 

— zsnz—2cosc-+2. 

—Jzsinz— (8S—z’)cose-+8. 

- (392 — 2”) sine — (48— 9x’) cosr-; 48, 

— (279 r— 14 2°) sine — (384 — 87 2’+ 2?) cos + 9384, 


- >» 


— (2895 2 — 185 2’+ 2?) sin e — (3540 — 975 2° +20 2°) cosr + 3340, 


— (105 — 12 2’) sine + (97 2 — a@’)cosc+48r, 


cosr —1 


esinze+4cosze-+ x —4, 
Irsinze +24 — r’)cosr+4x°— 24. 


(87.2 — z’\ sin er + (192 — 15.r’\)cos r +2Axr’ — 192, 


C’est maintenant, Monsieur. que se presente une question arilhmelique d’un 


grand interet. Supposons r =, en faisant pour abreger: 


sin? gt u e+e- 
[5 . 2 C0s? - >) 


! .- Ad 


h 


> 


la quantiie 9, = Usin.z 4 Vecosr + W prendra la forme suivante 


NM 


tr uhteh-+w), 


ou v et® son! lonjours des nombres enliers. wm pouvant eire [rartıonnaire, 
39* 
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mais devenant egalement enlier quand » ereit au dela d’une certaine limite 
On a en eflet: 


‘ r j ’ P Ikouık 
12 .(P—Ry 2n 2) )sia 


W—- —(-1%esP-M@-k 






















en supposant k=0, 2,4, .... p—2, si p est pair el: 


en faisant k=1, 3, 5, ... p—2. si p est impair; or dans les deux cas il es! 


una a. p—ki(p—k+2)..(p—k+-Rn—?2 nn; 
visible que le coeflicient AR 1 ir: . - -— finit par deveniı 


entier. Cela pose, les divers sysiemes des nombres 






2 vr. 3=%W 






ionetion lineaire ch+yh +2? 


donneront-ils des minima de la 

Vous connaissez la decouverte memorable de Dirichlet sur les minima 
des fonclions lineaires. a un nombre quelconque dindeterminees; en arith- 
nelique elle me semble,. si je puis dire aussi imporlante que la theorie des 
ljonctions ellipliques pour lanalyse. Mais tandis que les fractions conlinues 
sont d’un emploi vusuel, les applications numeriques des theoremes de Dirichlet, 
restent comme impossibles. et a cel &egard je reconnais n’avoir encore guere 


avance la queslion, en deduisant ces theoremes de la eonsideration des forme: 





quadratiques. Me placant toulelois en ce moment a mon point de vue, jen- 


visace les minima de la forme: 


' 4 Ei Se s y" 
f cr + 37 + +, 
} 17 u 
) ...p PR = { = | 
ou a el,» sont posilils et dont Linvariant est D = ——- (es minima satisfon! 
@D 


FR e er j ug: =" ‚2 
a la condition f_ y2D; or le produit (ka+hy-+z)“ 
- a { 

IN 


(), d’oü cette relation independante de « et /, savoir: 


a pour maximum 


“» 
iw | 


f ' ' \ ‘ 
(hzt+hy+z)ey < Yo%- 


En appliquant ce criterium aux nombres donnes par les quantiles B,, on re- 
connait immediatement quils ne peuvent convenir. mais dans les series sul- 


vanles je lrouve: 
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06, = 16k-Th-—-S ar 
3.02 
— — 9 +25h — 28 : Ä 
D. h+zOh— 8 = 3,678 
. s E 207 ! > » . 
D, SSh-- 20h 16 3578940 


:D __ NY vr j,' ’) 
tE: _- 333h 124h 200 o) 5.7.8.9.10.11 


“ 
Na 


F, = 166k — 01h — 678 = — | er 
; 6 2 8.4 iu .31.72 


, HN2H9Jr a4 I% £73R Fr 
h,= h — 6136h — 6706 3.5.7.9.10.11.123.13.14 


ED ER 
elc.. el vous voyez que la condition requise es! completement rem 
caleul par lorarithmes donnant dans le dernier cas: 
= I>E> ED Zu RI 
\ LO) / VID 0.065283 
> .2.1:.3:301 92.12.19 


a Pe 
Marc n 1) nn v1 I) u “ % \lo “| ra » » iderer le: h ınacı af } r In 
dis je reviels 4 sıigcDic. poul eonsiderel e> « APTFESSIONS FALONNMGE Ile > 
approchees de sinz el cosz donnees par deux equalions telles que: A 0. 


5, I ei D 0) elc. Dans le premier cas 


I. 2. 3. ces valeurs: 


R,=0, ou bien B, 


par exemple, on tfrouve pour ” 


/ 2x 24x 120. — ds 
sın . re = - ur 
2+x 24-42” + r' 120 -+ 72x’ + 6r'--a 
7 ’4 kan ‘t N) 
COS.E 3 - 
x A 24 a4 zä (ei bu ! 


et en general il est aise de voir q 


S T 
cosx : Sin. 
Ri R 


R, S et T etant des polynömes entiers dont les premiers renferment seule- 
ment des puissances paires el le troisieme des puissances impaires de la 


En deduisant d’abord des relations proposces: 
S 447 


cosr-isine : n 
[Z 


variable. 


jobserve que si l’on change x en — ix, on se lrouve amene a une expression 
entierement reelle de l'exponentielle e‘, par une fraction dont le denominaleur 
ne conlient que des puissances paires. Sous ce point de vue plus simple, 


je remarque qu'en posant: 


Dix) = astra E+ar+. ta,” 





310 Hermiie, sur Vexrpression Usinz --Veose-+W. 


on peul en general disposer des coeffieienis a,. @,. ... de maniere que le 
produit e'P(x) ordonne suivant les puissances croissantes de .r. manque des 


n termes en "a", ... x”*’, et soit de la forme: 


e'p(r II) -+ex”'? 
Il en resulte quen faisant: /7,(ae) = II(— x). nous aurons aux lermes pres de 
lordre 2n-+p-+1: 


I (x) 


=, e’=—L 
D(x) ’ Dix 


et il suffira de changer x en öx pour relrouver sous forme reelle. les ex- 
pressions que jai eues d’abord en vue: 
S i T 

cs=n, SNe=- 
Or ces polynömes P(z) et //{x) dont la consideration me semble indispen- 
sable pour approlondir la question arithmetique difficile que j’ai seulemen! 
touchee, s obtiennent comme il suit. 

Japplique la formule: 


/FWe“d 


« 


ou Fit) est une fonclion enliere el $(f) la quantite: 


KrCE 


—+- 01016 


a la determination de linlegrale definie re”dt. Pour cela je re- 


marque que la relation: 


/ Fe dt 


mei en evidence deux lermes. den! le premier se caleule au moven du de- 


veloppement 
FN=t"( iR u Di mr? 5 PAPA) +4 


5 
qui donne les valeurs des derivces de Ft) pour £--0. on a done imme- 
diatemenl: 


n--2p 


- ‘ ) i ’ es 
(> \ ” ® ... ® . 1 . 2% . .. ... 
?ıY \ 0 s Fre ’ Se ‚ 2 2 1 i N . f 2, TE 
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en posanl: 
$b(z) = x" —--(n+1)(n-+2) 2" "+ ——— (n+1) (n+2)(n +3) (na +4) 2" *- 
Soit en second lieu £ = 14%, les derivees de Fit) pour t=1 sobliendront 
en developpant suivan! les puissances de % la quanlite: 

F(l-+h) (1? (i+h)"(2+Kh) 


Faisons: 


(1+ h)"(2-+-h) A- Dh Ch ee a 
et Yon en conelura semblablemen! 
il — // (x) 
en eerivant pour abreger: 
Hz) = Arc’ Hpba' _ Fp(p+D Cr 


Ceci pose, et en observant que lintegrale / F(i—t\Ve "dt peut elre evi- 


demment developpce sous la forme: e+&8,0-+&%x2 -+- la relation a laquelle 


nous sommes amenes a savoir: 


N ) » 
Il. ,d..:) e . i > 
eo wor) o.. 


Les polynömes cherches sont done ainsi oblenus d une maniere generale, mais 


je n’en ai pas jusquwieci fait l’etude approfondie. J’ai seulement remarque que 


2 
Iintegrale delinte / (l—t\e "dt, et ces deux aulres: 


eP—l 


/ "(1—tEPe "di. ea Yu 7 


satisfont a l’equation lineaire du troisieme ordre 


j 0 d’y dy 
-(n-H Rp + 3)C — 


d’y 
da” dx 


Ha+Day =V. 


d.c' 


Vannes (Morbihan) 9% Juin 1873. 











Ueber ein Prineip der Zuordnung algebraischer 
Korimen. 


(Yon Herrn Rosanes in Breslau.) 


Kinleitung. 

In einer Nolte „Ueber die Darstellung binärer Formen als Potenz- 
summen“ (dieses Journal Bd. 75 p. 172) habe ich eine Beziehung zwischen zwei 
binären Formen berührt, welche darin besteht, dass eine gewisse aus den 
Goefficienten beider linear zusammengeselzte Invariante verschwindel. Diese Be- 
ziehung lässt sich auf Formen mehrerer Variablen passend erweitern, derart, 
dass ihre wesenllichen Eigenschaften erhalten bleiben. Besonders erweist sich 
dieselbe fruchtbar für die Betrachtung der quadratischen ternären Formen *). 

In dem hier folgenden Aufsatze wird die durch jene Beziehung ver- 
miltelte Gegenüberstellung conjugirter Gruppen in dem ersten Paragraphen 
mit Beschränkung auf binäre Formen ausführlich erläutert. In den beiden 
folgenden Paragraphen wird aus dem aufgestellten Prineip eine allgemein 
geltende Darstellung algebraischer Formen als Polenzsummen entwickelt, bei 
der die zu Grunde liegenden linearen Formen sich vorzugsweise durch die 
(geomelrisch) anschauliche Lage der durch sie repräsentirien Geraden aus- 
zeichnen. Bei allen diesen Betrachtungen bleibt die Zahl der Variablen auf 
drei beschränkt. Der vierte Paragraph giebt eine vollständige Ausführung 
der Aufgabe für Curven dritter Ordnung, während in $. 5 der allgemeinste 
Satz ausgesprochen ist, der bei Potenzdarstellungen auftritt. Eine kurze An- 
wendung auf Curven dritter Ordnung, sowie einige weitere Folgerungen 
schliessen sich daran. Der sechste Paragraph. der Methode nach von dem 


gig. liefer! aus einem ganz anderen Prineip eine Dar- 


L Ä 


Vorangehenden unabhän 


n(n—!#) 


stellung ternärer Formen »!° Ordnung ebenfalls durch Potenzen 


Sie stimmt mit derjenigen überein, auf die Herr Äieye durch Anwen- 
dung der Mechanik eninommener Betrachtungen geführt wurde **), welche 
*) Vgl. Smith, Proe. of the London Math. Soc. 23. May 1558, sowie meine Arbeıt 


„Ueber Systeme von Kegelsehnitten“ Math. Ann. VI., 5. 264. 
*=#=) Dieses Journal Bd. 72 8. 295. 
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aber nicht ohne Weiteres die Möglichkeit erkennen lässt. die betreffenden 
Geraden als die Seiten eines vollständigen »-Ecks zu wählen. 


S$. 1. 

Zwei binäre Formen von gleich hohem Grade 
N MN ) ' h 
\ f ana 4,0, Bin 0 \ | J d,2 N TC) ER Tr d, T> “ 

1.) 

y an | nn iv l | 

p=HnaTrgJaTı A -0,%0. 
welche symbolisch durch Potenzen 
u =, +9” =a, 9=[a,0%+%2)" = 0 


dargestellt werden mögen, sollen im Folgenden einander conjugirt heissen. 
sobald der in Bezug auf die Coefficienten von f und g bilineare Ausdruck 


> N m | n 
2. Ja n-ıt (g)enn + I\a,c, 
/ 1 


gleich Null ist. Mit Benutzung der eingeführten Symbole nimmt diese Be- 
dingung die Form an: 


(3.) so’ = V, 


wenn wir, wie üblich, durch (@«) die zweigliedrige Determinante a, —a,@, 
bezeichnen. 

Aus der Art der Zusammenselzung des Ausdruckes (2.) ergeben sich 
unmittelbar einige Folgerungen. Bezeichnet man nämlich alle diejenigen 
Formen, welche aus einer Anzahl gegebener f,. fs. f;-. -.. von gleich hohem 
Grade durch lineare Verbindung hervorgehen können, d. h. die Gesammtheit 
der durch z,f+%f+ dargestellten kurz als die Gruppe (fir fi» fs» --.). SO 
kann man den Satz aussprechen: 

Sind fi f» fs - . einzeln genommen der Form y conjugirt, so ist es 
auch die ganze Gruppe (fr fi» fs, -..) und allgemeiner: 

Stehen zwei Systeme von Formen fi» f» f» -:-;5 Pu» P» Pa» - .. in der 
beziehung zu einander, dass jede der Formen f jeder der Formen g conjugirt 


ist, so gilt dasselbe von je zwei Formen der beiden Gruppen (fi. fi [is :--). 
(Pr PP, .--), Im diesem Falle wollen wir die beiden Gruppen einander 
conjugert nennen. 


Hält man eine Form % lest, so haben die Coefficienten jeder ihr con- 
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jugirten die eine Gleichung 2.) zu erfüllen. Sämmtliche Formen, welche 
einer gegebenen @ conjugirt sind, sind demnach durch » unabhängige unter 
ihnen linear darstellbar, sie bilden eine n-gliedrige Gruppe. Hat man allee- 
mein 0 Formen 9, 2» ... $,, 5o müssen die Coefficienten aller der o-glie- 
drigen Gruppe (Yı, fr, -.- ,) conjugirten Formen im Ganzen o homogene 
Gleichungen erfüllen. Sie sınd daher sämmtlich durch (a+1—o) unabhängige 
unter ihnen linear ausdrückbar. Oder: 

Alle einer o-gliedrigen Gruppe conjugirten Formen bilden eine (n--1-— o)- 
gliedrige Gruppe. 
Bezeichnet man die Coefficienten der Form g, durch «i, ei, ... « 


09 


die der conjugirten Form f, durch «af, ai. ... a‘, so stehen die aus den 


9 


Coefficienten der conjugirten Gruppen gebildeten Rechtecke 


| f f | | ! / RN l wi‘ 
ı au da, wu dA, | O8, r 1 / n-1 TER —1 “u 
| | | 
| x 2 ) N | > ‚NR \ ? N 2 | 
a, m ee | 17 — " AU 0 9 0; > 
PR BETTER BR 
} | . | 
1 | ‚ | 
rn +l—o n+l1l—0 n+1—0o | 0 RN 0 1 o ‚o| 
u *. a a tu as -y)H-ı Gl DE 
, | 


bekanntlich in der Beziehung zu einander, dass die in dem einen enthaltenen 
Determinanten den adjungirten des andern proportional sind. 

Aus dem bisher Gesagten ergiebt sich ein Satz. von dem in der Foige 
öfters Gebrauch gemacht wird: 

Ist jede der g Formen fi, f» .- - f, Jeder der o Formen p» P» --- $. 
conjugirt, und ist zugleich o+0 —>n-+l1l, so sind entweder die f oder die y 
unter sich linear abhängig. 

Es werde nun f in seine » verschiedenen Linearfactoren zerlegt: 


(4) f=Pıe-Prr:*-Prars Pia = Pacıt Par; 

die »!® Potenz irgend eines derselben p/,=g gesetzt, macht den Ausdruck 
(2.) identisch zu Null, wie besonders aus der symbolischen Form in (9.) un- 
mittelbar zu erkennen ist; d. h. jeder Linearfactor von f bildet, auf die n“ 
Potenz erhoben, eine zu f conjugirte Form. Ist umgekehrt irgend eine n' 
Potenz g\ zu f conjugirt, so ist q, ein Linearfactor von [. 

Unter der Voraussetzung verschiedener Factoren von f sind wir hier- 
nach im Stande » Formen % aufzustellen, deren jede zu f conjugirt ist, näm- 
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lich die „ten Potenzen 


n 


Fi 


Dieselben repräsentiren somit, da sie linearunabhängig sind. die zu f conju- 


girte »-gliedrige Gruppe, welche sämmtliche zu f conjugirten Formen enthält. 
Daraus folgt der Salz: 
Jede zu f=p,.P2x-::P., Conjugirte Form y lässt sich auf die Form 


- 


(9.) = Apr tapıt't%Pph: 
bringen, und umgekehrt. 

Hierdurch ist die Gleichung (2.) dahin interpretirt, dass durch sie die 
Bedingung für die Darstellbarkeit jeder der beiden Formen f, g als Summe 
der „ten Potenzen der Linearfactoren der andern ausgedrückt ist *). 

Um daher eine Form »'°% Grades f als Summe von » Polenzen dar- 
zustellen, hat man nur die Factoren irgend einer ihr conjugirten Form zu 
benutzen. Kann man dagegen eine Form w vom Grade r (r<_n) so be- 
stimmen, dass vw. =g zu f conjugirt ist. wie immer auch die Form y 
gewählt sein mag, so lässt sich f schon als Summe von r Potenzen. nämlich 


der Linearfactoren von w darstellen. Ist umgekehrt f= 24,+2Hl!,+ +21, 
(r <n), so ist das Product von w = /{,,.4,,.../,, in irgend einen Ausdruck vom 


(n—r)ten Grade zu f conjugirt**). 

Für eine Form ungeraden Grades isi noch eine weitere Folgerung, 
die sich ebenfalls aus der Gestalt des Ausdrucks (2.) sofort ergiebti. zu er- 
wähnen. Ist nämlich » ungerade. so wird die Gleichung (2.) für = « 
identisch erfüllt. folglich ist jede Form ungeraden Grades sich selber conjugirt. 
Mit Zuhilfenahme der Formel (5.) ergiebt sich somit: 


Jede Form ungeraden Grades lässt sich durch die n’“" Potenzen ihrer 


Linearfactoren darstellen, d.h. es besteht eine Identität von der Form 


Pit Pia tt KnPrnz = Pıx-Prx:- Pax > n ungerade. 
Irgend x linearunabhängigen Formen %,, %2, ... %,„ steht eine Form f als 


conjugirte gegenüber. Sie lassen sich somit gleichzeitig durch dieselben »' 


Potenzen, nämlich die Factoren von f ausdrücken ***). Als Ausnahme er- 


*) Vgl. dieses Journal Bd. 75 >. 175, Anmerkung. 
==) Darauf beruht die Darstellbarkeit der Formen dritten und fünften Grades 
durch resp. zwei Cuben und drei fünfte Potenzen. 


###) Vo]. Ebendas. S. 172. 


40 * 
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giebt sich der Fall, wo die Gleichung f=0 oder explieite geschrieben 


n—1, n 


- DD ı ... 1a 


1 1 
0 ni % | _ oO 


n } n 
| &) 0, . ve. [04 


n 





gleiche Wurzeln besitzt. 


$. 2. 
Indem ich nun dazu übergehe, den für Functionen zweier Veränder- 
lichen aufgestellten Begriff conjugirter Formen auf den Fall beliebig vieler Va- 


riabeln auszudehnen, will ich durch &,, %, ... 7,: 


»5 Un Urn ».. u, Systeme 


contragredienter Variabeln bezeichnen, d. h. solche, welche zugleich linearen 
Substitutionen unterliegen, die den Ausdruck 


%.,. = UWE tur, 


{ 


ungeändert lassen. Eine Form vom Grade » soll »!er Ordnung heissen, sobald 


sie in den Grössen x, dagegen x»! Classe, wenn sie in den Grössen x aus- 
gedrückt ist. 

Es seien nun f, y zwei Formen resp. »'“ Ordnung und ter Classe 
von p Variabeln, welche symbolisch durch die Potenzen 


rn 


E, ’ » ER 
[> (20 +0,%+-+a,r,)” = a, 


\n N 


= (u tn + tu" = 
dargestellt sein mögen. Ich nenne sie einander conjugirt, sobald der in den 
Coeflicienten von f und g lineare Ausdruck 
(6.) (0 +%%4+++a,a,)” = 
gleich Null ist. 

Die in $. 1 gezogenen Folgerungen gelten auch hier, insoweit sie sich 
aus der linearen Zusammensetzung des Ausdruckes (2.) allein ergaben: 

Sind fi, fa» -.. einzeln p conjugirt, so ist es die ganze Gruppe (fi. fı---). 
und: Ist jede der Formen fi, f» --. Jeder der Formen %,. $» --. conjugirt. 
so sind die beiden Gruppen einander conjugirt. 

Bezeichnet man mit N die Anzahl der Glieder in der allgemeinen 
Form n!°" Grades, so werden alle Formen, welche der o-gliedrigen Gruppe 
(ff: f,) eonjugirt sind, eine (N—o)-gliedrige Gruppe (Piz Piz +: Pro), 
die zu fi» fs --- /,) conjugirte Gruppe, bilden. Sind fi, fi, -.- f, einzeln den 


‚) 


> 








Rosanes, über ein Princip der Zuordnung algebraischer Formen. 317 


Pıs Par »:. 9, Cconjugirt und ist o+0 > N, so sind entweder die f oder die 
y unter sich linearunabhängig. 

Bei den weiteren Betrachtungen, welche sich hieran schliessen sollen. 
werde ich mich, um eine allzu grosse Weitläufigkeit des Ausdruckes zu ver- 
meiden, auf den Fall p=3, d.h. auf Formen dreier Variabeln beschränken 
und der geomelrisch geläufigen Bezeichnung Punkt, Gerade. Curve be- 
dienen. Für die Erweiterung auf ein allgemeines » kommt im Wesentlichen 
der Satz in Betracht, dass r lineare homogene Gleichungen von p Variabeln 
(r <p), sobald sie unabhängig sind, p—r selbstständige Lösungen besitzen, 
durch welche alle weiteren sich linear ausdrücken lassen. 

Unter dieser Annahme können wir die beiden Systeme von Variabeln 
x, u als Coordinaten eines Punktes und einer Geraden in der Ebene auf- 
fassen. f=0,. g=0 repräsenliren resp. eine Curve »:r Ordnung und ner 
Classe *). Der Begriff conjugirter Curven hat in einem besonderen Falle 
eine einfache geometrische Interpretation. 

Ist nämlich f die volle Potenz einer linearen Form r 


„ also 


l 


f m T,X, = "5,5 - 1,82; = fi s 


worin die r nicht Symbole bedeuten sollen, und ersetzt man im Ausdruck (6.) 


die Symbole « durch die Grössen r, so drückt dessen Verschwinden offenbar aus, 





dass die Gerade r (r,=0) die Curve 9=0 berührt. Es ist somit unter dieser 
Voraussetzung f jeder Curve n'® Classe conjugirt, welche die Gerade r zur 
Tangente hat, und umgekehrt: Jede Tangente von y bildet, n fach gezählt, eine 
zu p conjugirte Form f. Analog bildet jeder Punkt einer Curve n!” Ordnung 
f. nfach gezählt, eine ihr conjugirte Form n’” Ülasse. 


Durch diese Auffassung lassen sich leicht algebraische Relationen 


zwischen einer gewissen Zahl von Curvenpunkten finden. Sind ı,, ©;. ... 
N f_ »+1.n+2\ „_, Ä i 
beliebige N = ——5-—) Punkte von f, dann repräsentiren die Ausdrücke 


Ly 


u. = 9: %,=Y, --:-- WW = 
N Formen nter CGlasse, deren jede nach dem eben Gesagten f conjugirt ist, 
Da aber alle zu f conjugirten Formen eine (N—1)-gliedrige Gruppe bilden. 
so müssen die %,» ... fy Ihr angehören, d. h.: 


Sind 2, ... &y Punkte einer Curve n’” Ordnung, so lassen sich die 


*) Für den Falln=?2 mag auf die Abhandlung „über Systeme von Kegelschnitten‘“ 
Math. Ann. Bd. VI. p. 254 verwiesen werden. 
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Constanten k,. k:. k, so bestimmen, dass 


hr tkun te the, = 0, 






und umgekehrt. Für n=2, 3 ete. ergeben sich die entsprechenden Sätze 
lür sechs Punkte eines Kegelschnittes, zehn einer Curve dritter Ordnung etc. 
Irgend zwei Curven a Ordnung fi, f steht eine (N—2)-gliedrige Gruppe 
als conjugirt gegenüber. Bezeichnen aber &,, ©, ... x, die »° Schnittpunkte 
der Curven f\=0, & =0, so stellen 


ar n N 


pn =, We 


Formen dar, welche f, und f; conjugirt sind. somit zu einer (N—?2)-glie- 

















drigen Gruppe gehören. Daraus folgt: 





Sind u,=0. u,=0,... u,,=0 die Gleichungen der n' Schnitipunkte 






zweier Curven n’” Ordnung, so bestehen zwischen den Potenzen 





N 


M; n? 





. ee 5 







—i1.n—2 . ca 
n"—(N-2)=— 5 limeare Gleichungen, und umgekehrt. 


Ueberhaupt ergiebt sich hierdurch die geometrische Deutung irgend 






einer linearen Beziehung zwischen den Potenzen linearer Formen. Besteht 






nämlich zwischen den r (r<- N) linearen Formen »,, a,, ... a, eine li- 
neare Gleichung von der Form 





’ 







7.) ati t tr = 0, 


so muss jede Curve »'e Ordnung, welche irgend r—1 der Punkte &,,... x 





enthält, auch durch den r!®" gehen. Denn vermöge der Relation (7.) bilden 











N 


die Formen «). ... a höchstens eine (r—1)-gliedrige Gruppe; jede Form 
f, welche r—1 von ihnen conjugirt ist, steht somit in gleicher Beziehung 
zur rien #), 

Fälle, in denen Punkte so liegen. dass jede Curve »t° Ordnung, die 
durch einen Theil von ihnen geht, nothwendigerweise auch die übrigen ent- 
hält, sind in der ebenen Geometrie häufig. Der einfachste Fall ist der des 
vollständigen Schnitipunktsystems zweier Curven n!“ Ordnung, wo von x 


Dieser Satz, der die beiden voranstehenden als specielle Fälle umfasst, ergiebt 
sich auch ohne Weiteres durch Aufstellung der aus (7.) hervorgehenden N Gleichungen. 
indem man die Coeffieienten der Potenzen in u gleich Null setzt, wie es Herr Paul 
Serret in seiner Geometrie de direction gethan hat. Der reiche Inhalt dieses Werkes 
lässt sich auch sonst zu dem hier benutzten Prineip in mannigfache Beziehung setzen. 
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L n(n--3) . er u Aare n—1.n—2 
Punkten je — 5 —1 indem eben festgesetzten Sinne die übrigen — 5 


nach sich ziehen. Aus N—2 willkürlich fixirten Punkten lassen sich hiernach 





weitere Punkte folgern. Es genügt, sich auf den Fall zu beschränken. wo r 
Punkte so gelegen sind, dass aus je r—1 der r!® folgt. d. h. wo eine Re- 
lation von der Form (7.) folet, in der sämmtliche Grössen z von Null ver- 
schieden sind. Ein solches System mag ein abhängiges System genannt werden. 
Die meisten bekannten abhängigen Systeme von r Punkten sind so beschaffen. 
dass sie auf einer Curve niederer Ordnung (2—1!°') zu liegen gezwungen sind. 
z.B. bei dem Satze von Cayley, wonach etwa 15 von den Schniltpunkten zweier 
Curven vierter Ordnung in Bezug auf Curven fünfter Ordnung ein abhängiges 
System bilden. Bei Curven vierter Ordnung giebt es abhängige Systeme von 
13 Punkten, welche nicht auf einer Curve dritter Ordnung liegen, so z. B. die 
gemeinsamen Egnkte aller Curven des Netzes 
Er | 
6 dI=0, 

| 
Ln L L| 


worin %, 4, « willkürliche Parameter, C,, C;. C, Formen dritten Grades und 


I 





L,, Li, Li lineare Ausdrücke bezeichnen. Jede Curve vierter Ordnung, 
welche 12 von diesen 13 Punkten enthält, geht auch durch den dreizehnien. 
Von Curven dritter Ordnung ist es nicht bekannt, dass schon acht Punkte ein 
abhängiges System bilden könnten. Es ist leicht zu zeigen, dass dies nur dann 
möglich ist, wenn dieselben auf einem Kegelschnitt gelegen sind, ebenso dass 
ein abhängiges System von 12 Punkten bei Curven vierter Ordnung auf einer 
Curve dritter Ordnung ganz gelegen sein muss, und überhaupt auf diesem Wege 
bei Curven zter Ordnung für abhängige Punktsystieme eine Grenze anzugehen, 
von der ab sie nothwendig auf einer Curve niederer Ordnung liegen müssen. 


Es sei in der That ein abhängiges System von r Punkten, derart dass eine 
Gleichung von der Form 

8) Su = 09 
besteht. Differentiirt man diese Identität partiell nach «,. ı,. @,. so ergeben 


sich die folgenden Relationen 


221 +0 ++ #,%,ı ie =U, 

Q\ ö a 1—1 wrr in 0 

\® B. #7 IM, TA TaÜU,, x 7,2 U, — . 
„n—1 | “ N I } a N— 

UT AUT He +2 U 0. 
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n.n-A 


Ist daher r nicht grösser als —5-+2 d.h. kann man durch r—3 Punkte 


immer wenigstens eine Curve (»n—1)ter Ordnung legen, so wähle man von 


den r Punkten drei heraus, welche nicht in einer Geraden liegen; es seien 
dies die Punkte &,_., &,_,. z,.. Durch die übrigen Punkte giebt es wenigstens 
eine Curve (»—1)!®" Ordnung. Bezeichnet man die Symbole einer solchen 
mit « und substituirt sie für « in die drei obigen Gleichungen, so verschwinden 
die Coefliecienten von %. %. ... Z_, identisch. Die zurückbleibenden drei 

tn an 


linearen homogenen Gleichungen in «; a 


a,» a; liefern, da die Deter- 
minante der neun Coefflicienien der Voraussetzung nach von Null ver- 
schieden ist 

at 0, a! =0, =, 


r—?2 rl r 
d. h. jede Curve (»n—1)te Ordnung, weiche durch r—3 jener Punkte geht. 
enthält auch die übrigen drei Punkte. Dies giebt den 
Satz. Besteht ein abhängiges System einer Curve n'” Ordnung aus 


.n.n-il , ) u 
r Punkten und ist r — —;+7+8 so müssen dieselben mindestens auf einer 


3 
.- 


Curve (n—1)'“" Ordnung liegen. 

Durch Speeialisirung folgert man hieraus, dass für Curven dritter Ord- 
nung ein abhängiges System von acht Punkten ganz auf einem Kegelschnitt 
gelegen sein muss. Da aber eine eigentliche Curve dritter Ordnung nur sechs 
Punkte auf einem Kegelschnitte haben kann, so besteht die gesammte Gruppe 
nur aus zerfallenden Curven. Bei Curven vierter Ordnung muss ein abhän- 


siges System von 12 Punkten ganz auf einer Curve dritter Ordnung gelegen 


do 
I 


sein, u. s. f£ Im Anschluss hieran ergeben sich zugleich Relationen zwischen 
einer grösseren Anzahl von Punkten einer Curve, von denen wir nur für 
Kegelschnitte etwa anführen wollen: 

Sind v,=0, u,=0,... a,=0 die Gleichungen von acht Punkten eines 
Kegelschnitts, so besteht eine Gleichung von der Form 

zu tzuwt tu, =. 

Ebenso besteht zwischen den vierten Potenzen der linken Seiten der Glei- 
chungen von 10 Punkten eines Kegelschnitts eine lineare Gleichung u. s. E. 

Analoge Sätze lassen sich für Flächen aufistellen. 


$. 93. 
In Folge des Umstandes, dass der Begriff conjugirter Formen in dem 


Falle, wo eine derselben, z. B. die der »!en Ordnung. eine volle Potenz ist, 













/ 
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eine einfache geometrische Interpretation zulässt, haben sich in dem Voran- 
stehenden mit Leichtigkeit einige Folgerungen ziehen lassen. Zerfällt überdies 
die Form n»ter Classe in » Linearfactoren, d. h. besteht die Curve aus » Punkten. 
so wird derselben die »!® Potenz der linearen Form r, dann und nur dann 
conjugirt sein, wenn die Gerade r wenigstens durch einen jener » Punkte 
hindurchgeht. Hierdurch wird man im Stande sein, die Möglichkeit. eine 
allgemeine Form beliebigen Grades durch eine gewisse Anzahl von Potenzen 
linearer Formen darzustellen. zu erweisen. Um den Ausdruck zu kürzen. will 


ii 
{ 


ich mich auch hier auf den Fall dreier Variabeln beschränken. Die angee- 
wandte Methode wird sich ohne Schwierigkeit auf eine beliebige Anzahl von 
Veränderlichen erweitern lassen. 
Es sei 
10. neh 
die symbolische Gleichung einer Curve f von der »!°2 Ordnung. Irgend » 
Punkte der Ebene &,. 7. ... @,, deren Coordinaten die symbolische Gleichung 
1. ee: ee IM 0 


befriedigen, werde ich in der Folge ein conjugirtes n-Eck der Curve f nennen”). 

Es ist dies oflenbar eine Veraligemeinerune der bei Keeelschnitien 
üblichen Bezeichnung „conjugirtes Punktepaar.“ Die Form der Gleichung (11.) 
zeigt, dass die erste Polare irgend eines der Punkte x, die übrigen »—1 
Punkte zum conjugirten (a —1),-Eck hat. Ebenso sind irgend »—2 derselben 
ein conjugirtes (»—2)-Eck in Bezug auf die gemischte zweite Polare der 
zwei übrigen Punkte; u.s.f. Wählt man »—1 jener Punkte willkürlich. so 
ist der n!® auf eine Gerade beschränkt, welche die gemischte (»—1'° Polare 
jener n—1 Punkte ist. Die Gleichung (11.) sagt aus. dass die durch jene 
rn Punkte definirte Curve n»!*r Classe 


a Me Sr RER IE e 


der Curve f conjugirt ist, oder ein conjugirtes »-Eck einer Curve ist nichts 
anderes als eine derselben conjugirte Curve »!*" Classe, welche in » Punkte 
zerfällt und umgekehrt. 

Von besonderer Wichtigkeit sind Systeme von »--1 Punkten von der 
Beschaffenheit, dass irgend » unter ihnen ein conjugirtes „-Eck bilden. Bilden 
Cs Zrs +. %u;ı ein solches System, so werden durch sie die „+1 Glei- 


=) Vgl, Grassmann, Gött. Nachrichten, December 1872. 
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chungen erfüllt: 


u: > 

+1 
ıa..4....d, — A 

(13.) En” | n+1 
# a a — (0 


Für Kegelschnitte ergiebt sich dadurch die Definition eines sich selbst con- 
jugirten Dreiecks. /m allgemeinen Falle sollen &,, &:» ... X,,ı ein System 
conjugirter Pole der Curve f heissen. Da je » Punkte eines solchen Systems 
eine zu f conjugirte Curve n!°" Classe repräsentiren, so entspringen aus dem 
Systeme (13.) folgende »+1 zu f conjugirte Curven: 


rain == MW, 
ee ee = 

3 lie; n+i 
PR RR ai, 


U, 
q n 


Wird nun überdies gezeigt. dass dieselben unter einander linear unabhängig 
sind, so ist damit ein System conjugirter Pole einer zu f conjugirten (n+1)- 
gliedrigen Gruppe äquivalent erwiesen. Hierzu genügt es offenbar zu be- 


weisen, dass die Determinante 





3 0 Se SE RE: Wenn d,, 
| ” Tr Läe ı ’ r | 
| he) q 6) 2° “ 7% “ “ 
aa a a 0 Om Pag O0, dr,| 
% . u 
| N) 
ı. t, a A ER ER | 


worin &, ©, ... £ n-+1 unabhängige Systeme von Grössen darstellen. von 


Null verschieden ist. Dies geschieht, indem man für «, © t die beson- 


h 
deren Werthe einführt: 


ee, Reli, .„.. Leis Fed 4 


; 












wodurch die Vereinfachung eintritt, dass sämmtliche Constituenien der Deter- 
minante f bis auf die der Diagonale verschwinden, so dass 


\/ 


I en (TISCH) (TI STz)... LIST 1) ET To 6, .0.. TsSET, } 1 / 


{7 7 
f T C T \ E e ” Tr \ Tr c T | 
.\« n+1>#ı)/\* nt+-1>® -# oe, 1>« N, 


wird, was olfenbar von Null verschieden ist. Gemäss dem allgemeinen Salze 


Ga ' ! E (in+i.n+2 „ .,,„\ ’ ‘ 
steht nun der (»+1)-gliedrigen Gruppe (14.) eine 5 — —n+1)\-gliedrige, 
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Wer 


n.Nn- ’ . N a ’ n 
> gliedrige Gruppe als conjugirte gegenüber. In der Form / 





d. i. eine 


ist ein Element derselben gegeben. Sind wir somit im Stande. ausserdem 


en. selbstständige der Gruppe (14.) conjugirte Formen aufzustellen. so 
muss durch dieselben jede weitere und somit f selber linear ausdrückbar sein. 
Betrachten wir nun irgend eine Gerade /,=0,. welche zwei der »+1 Pole 
verbindet, so enthält dieselbe von jeder der Curven /.4.) wenigstens einen 
Punkt; sie ist folglich eine der Gruppe (14.) gemeinsame Tangente. Mithin 
können wir sagen, die Form /! ist der (a+1,-gliedrigen Gruppe (14.) con- 
jugirt. Hierbei hatte die Gerade / nur der Bedingung zu genügen, durch zwei 
Pole des Systems hindurchzugehen. Sind daher 


a ei ea 


19.4 


die Gleichungen der Seiten des von den Punkten z,. 25. ... z,., gebildeten 
N 


. . « . . . it. 7 | y . 
vollständigen (»+1)-Ecks. so repräsentirt jede der —, Potenzen /,,, eine 


nr 


der Gruppe /14.) conjugirte Form. Da dieselben unter einander linear un- 


abhängig sind *), so muss die Form f durch sie linear darsteflbar sein. Dies 
giebt den Satz: 

Vermittelst der Seiten eines von einem conjugirten Polsystem gebildeten 
eollständigen (n+1)-Ecks lässt sich die allgemeine Curce n’® Ordnung als 


n.n—1 


Summe der n'“ Potenzen von ——— linearen Formen darstellen. 


kin besonderer Fall hiervon /z =?) ist die bekannte Darstellung eines 
Kegelschnitits durch die Quadrate der Seiten eines sich selbst conjueirien 
Dreiecks. 

Dass Systeme von conjugirten Polen im Allgemeinen wirklich exisliren. 
seht daraus hervor, dass für die Coordinaten der »-+-1 Pole nur die »-+1 
Gleichungen (13.) zu erfüllen sind. Es scheint, dass diess auch dann der 
Fall ist. wenn man jeden der Pole auf eine willkürlich gewählte Gerade 
beschränkt. Dass aber aus den zu erfüllenden Gleichungen nicht irgend eine 
specielle Lage. welche den Gebrauch des Polsystems illusorisch macht, mil 


*) Wären dieselben nicht unabhängig, so müsste nach dem Vorangegangenen 


| RR eher f i n.n--i _ -: . 
eine Curve (n—1)'" Classe existiren, welche sämmtliche ——— Geraden /,, zu Tan- 
senten hätte. Da aber durch jeden der Punkte &,,... z,.; sich » Tangenten an 


dieselbe legen liessen, so müsste die Curve in » Punkte zerfallen, was ein Wider- 
spruch ist. 


41* 
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Nothwendigkeit folgt, kann man einfach dadurch zeigen, dass man umgekehr! 
eine Curve bildet, welche gegebene »+1 Punkte zum Polsysteme hat. Be- 
halten wir die Bezeichnung derselben und ihrer Verbindungslinien bei. so 
können wir die Form »te% Grades construiren 

FE = 02.e.t'" + orarılar Ilur > 
worin die oe willkürliche Constanten bezeichnen. Versteht man nun unter 
‘, irgend » verschiedene Zahlen aus der Reihe 1. 2, 3, ... „n-+1. 


PR bs . . . 
so giebt die obige Gleichung vermöge der Bedeutung der Geraden /,; 


d.h. die Punkte &,, 2;. ... x,,, bilden ein conjugirtes Polsystem von F=0. 
Hierbei ergab sich zugleich die Umkehrung des oben ausgesprochenen Satzes: 


“ e n.n+1 . 
Ist eine Curve n'” Ordnung durch die n'* Potenzen con ——— — linearen 


Formen darstellbar, welche den Seiten eines vollständigen (\n-+1)-Ecks ent- 


sprechen, so bildet dieses ein conjugirtes Polsystem. 


Ss. 4. 
Die oben nachgewiesene Darstellbarkeit einer allgemeinen Form als 


Potenzsumme soll jetzt für die Curve dritter Ordnung vollständig durchgeführ! 
werden. Ist 

—— () 
die symbolische Gleichung von f, so bilden drei Punkte x, y, z ein conju- 


eirtes Dreieck, sobald 
0..0,.0, = VÖ 


ist. Es besteht somit aus irgend einem Punkte und einem conjugirten 
Punktepaare seines Polarkegelschnitits. Ein conjugirtes Polsystem 2,00; %;. 
welches somit die vier Gleichungen 
— (0, 
EN 
(15.) 


befriedigt, sei gegeben. Die sechs Seiten dieses Vierecks sind in der Form 


enthalten 
»2.2)=0; z=14, 43 








Tr 
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Die Aufgabe ist, f durch die sechs Cuben (zx,x,) auszudrücken. Wir führen 


zu diesem Zwecke die sechs Gonstanten o,, durch folgende Gleichungen ein *) 


wık 
16, G;,. Gy, Or,+G;, Ä 
| an = msn Os > a0 =, 6. 
\ J 12 4 iy’) 2 ‘ > ‘ ’ “6 
® (123)°(124)? °- 134)? (132 


worin der Abkürzung wegen die dreigliedrige Determinante (x,x,x,) durch 
(zA u) bezeichnet ist. Offenbar treten in o,, die beiden Indices 24 in der 
Weise auf, dass 0, =—o;, ist. Die beiden anderen Indices aber treten in 
Wirklichkeit ganz symmetrisch auf. Es wird, um dies zu zeigen, der Nach- 
weis genügen, dass bei 0,, die Vertauschung der Indices 34 keine Aenderung 
des Werthes hervorbringt. Bezeichnet man das Resultat dieser Vertauschung 


mit 0). so hat man 


is Mn TE 94\- 2 
NZ 912 ey / 123 2(424Y° de, 124 a, (123), 
&,.,@ 


= — tt — 'a, (324) —a, (314 


123)?124)° 
und folglich vermöge der beiden ersten Gleichungen in (15.) 05 = 0). Aus 
der bekannten Identität 
(17.) a,(234) = a,(234)+a, (242) +a, (223 


folgt durch Multiplication mit «a,.a,,. indem rechts in Folge von (15.) das 


da 


zweite und dritte Glied fortfallen. die Relation 


a,.0,.a, (234) = a, a,, (234 
oder mit Benutzung des Werthes von o;, und (16., 
(18.) 0..0..a, = (134) (234)0,(234). 


Von den aus dieser durch Vertauschung der Indices hervorgehenden weileren 


fünf Gleichungen schreiben wir noch die beiden folgenden hin 


la,.a..a, = (142) (342)0» (242), 
19.) { L 1 Lr \ ”% re h) \ J 
la,.a, .a, — (123) (425) 0s(x 23). 


Multiplieirt man jetzt die Gleichung (17.) mit «a,.a,., so treten rechts die Pro- 
ducte a,a,a,, a,a,a,., a,a,a,, auf, für welche wir die Werthe aus (18. 


und (19.) substituiren können. Auf diese Weise ergiebt sich als unmittelbare Folge 


*) Die hier angewandte Methode ist derjenigen analog, deren sich Herr Gordan 
in seiner Abhandlung „Ueber das Pentaeder der Flächen dritter Ordnung“ (Math. Ann. 
Bd. V., p. 341) bedient. 
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von (18.) und (19.) die Gleichung *) 


20.)  a;.a, = (134), (234)’+ (142)0.(#42)’+(123)0,(223)’ 


I\ J 








und durch Vertauschung der Indices die drei analogen 


(8 G,, = (21 3) 13 € 1 3) 7 (21 4) 014 (x 14) 7 (234, O3, (% 34, 


(21.) 'a,.a, = (312)0.(212)+ (314) 0,(214)’+ (342) 0, (242), 
la.a, —— (412) 05 (212) + (415) O3 (213)° -- (423) 053 23). 


Indem man schliesslich die Gleichung (17.) mit a, multiplieirt und die rechts 
auftretenden Ausdrücke durch ihre Werthe aus (21.) ersetzt, erhält man 
a/234) = (234) (2139) 0,(@13) + (214) 0,(214)’+ (234) 0,(234)°| 
+ (242) (312) 0,17 12) + (8314) 0,(214)’+ (342) 0, (242) 
+ (223) (412) 0, (212)+(41330,3(&13)’+ (423) 05, (2 23)" 
— (234) jo, (234) +02 (242) +03 (223)°) 
+02 (212) (242) (312) + (223) (412), 
+05(213) (2 34) (213) + (223) (413) 
+0,4(214) (234) (214)+(r24) 314)), 
und indem man die bekannten Relationen benutzt, wonach z. B. 


(2) (312)+ (223) (412) = (212) (234) 














ist, als Resultat: 
a. = 02. (212)’ +0, (213) +0,(214)’+0,(2 34)’ +0, (242 +0, (rR3). 
Sämmtliche Curven dritter Ordnung, welche ein conjugirtes Polsystem gemein 


haben. lassen sich somit durch dieselben sechs Cuben linear zusammenseizen. 





$. 9. 

Die in den letzten Paragraphen nachgewiesene Darstellbarkeit einer 
Form ten Grades als Summe von Potenzen mit Hülfe eines conjugirten Pol- 
systems zeichnet sich durch den einfachen Zusammenhang aus. in welchem 
die durch die linearen Formen repräsentirten Geraden unter einander stehen. 
Wenn daher dieser Fall besonders hervorgehoben und an einem beson- 
deren Beispiele durchgeführt wurde, so mag das allgemeinere Princip, dem 


jener untergeordnet ist, wenigstens in Kürze ausgesprochen werden: 


®) Vgl. dieses Journal Bd. 75, p. 114. 
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Kennt man von einer Curve n!® Ordnung r unabhängige conjugirte 
n-Eche (welche jedoch Punkte gemein haben können), und kann man 
(n+1)(n-+2) - ! 

—— y -—r=s Geraden so ziehen, dass jede derselben von jedem der 
r n-Ecke wenigstens einen Punkt enthält, so lässt sich die Curve durch die 





n'e" Potenzen der den s Geraden entsprechenden linearen Formen ausdrücken 
(wofern sie unter einander unabhängig sind). 

Das im Früheren benutzte Polsystem besteht aus »--1 conjugirten 
n-Ecken, welche der im Satze formulirten Bedingung in der That genügen. 

Für Curven dritter Ordnung lässt sich aus den bekannten Eigenschaften 
mit Hülfe unseres Satzes leicht eine Reduction auf weniger als sechs Po- 
tenzen herleiten. 

Irgend zwei conjugirte Punkte x,. x, der Hesseschen Curve MH einer 
Curve dritter Ordnung f (d. h. solcher, dass x, der Doppelpunkt der ersten 
Polare von x, in Bezug auf f ist) haben. da der Doppelpunkt eines zer- 
fallenden Kegelschnitts jedem Punkte der Ebene conjugirt ist, die Eigenschaft 
mit jedem beliebigen dritten Punkte y ein conjugirtes Dreieck zu bilden. Um- 
gekehrt, soll für jeden Punkt x die Gleichung stattfinden 

so.“ =VQ, 


so müssen z,, x, ein conjugirtes Punktepaar von H bilden*). Es seien nun 
y, z, t drei beliebige (nicht in einer Geraden liegende) Punkte der Ebene. 
Mit z,. x; combinirt bilden sie drei unabhängige conjugirte Dreiecke. Ein 
zweites conjugirtes Punktepaar x,. x, von H giebt mit y, z, f zu drei neuen 
conjugirten Dreiecken Anlass, so dass wir im Ganzen folgende sechs con- 
jugirte Dreiecke haben: 

YIıkı, 280,0, [8,05 

YL,%,, 3%,%0 12,8%; 
welche sich leicht als unabhängig erweisen. Diesen gegenüber ist hier die nach 
obigem Satze erforderliche Zahl von 10-6 = 4 Geraden unmittelbar gegeben. 
In der That hat ollfenbar jede der Geraden 

Bas £ 22,2%) = 0, En — \II2 3, —U), 


> 


die Eigenschaft, von jedem der sechs Dreiecke eine Ecke zu enthalten, und 


”, Vgl. Grassmann, a. a. 0. 


< 
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man kann demgemäss die Gleichung von f auf die Form bringen: 
d13 Lis+ 014 Lu4+ 023 L;; +04 Ly = $, 

d. h. durch die Cuben der vier linearen Formen, welche den Verbindungslinien 

irgend zweier Paare conjugirter Punkte ihrer Hesseschen Curve entsprechen, 

ist jede Curve dritter Ordnung linear ausdrückbar. 

Bekanntlich bilden die zwei übrigen Ecken eines solchen Vierecks 
ebenfalls ein conjugirtes Punktepaar von MH. Sämmtliche Curven dritter Ord- 
nung, deren Hessesche Curven zwei conjugirte Punktepaare (und somit ein 
drittes) gemeinsam haben, lassen sich somit aus denselben vier Cuben zu- 
sammenselzen. Betrachtet man eine viergliedrige Kegelschnittsgruppe und 
alle Netze (dreigliedrige Gruppen), zu denen sie Anlass giebt, so haben die- 
selben drei conjugirte Punktepaare,. von denen jedes aus den beiden übrigen 
folgt, gemeinsam. Es sind somit sämmtliche Curven dritter Ordnung. deren 
Polarnetze derselben viergliedrigen Gruppe angehören, durch dieselben vier 
Cuben darstellbar *). 

Die Darstellung von f durch vier Cuben enthielt noch eine grosse 
Willkür in der Wahl der beiden conjugirten Punktepaare Wählt man diese 
jetzt auf andere Art und bezeichnet ihr Vierseit durch Z1, 1,13 1,. so ist 


j ER f 34 3 
f zu. O5; + 04ulu+ 05, 1.3 + 0, 424 


Es besteht somit die Identität 
O5 List 04-4 03134 0414-05 13 — = N, 


Nach dem allgemeinen Salze müssen folglich diese acht Geraden einen und 
denselben Kegelschnitt umhüllen, d. h.: 

Stellt man eine Curve dritter Ordnung auf zwei verschiedene Arten 
als Summe von vier Cuben dar, so umhüllen die entsprechenden acht Geraden 
einen Kegelschnitt. 

Aehnliche Betrachtungen lassen sich auf Curven höherer Ordnung an- 
wenden. 

Eine Curve vierter Ordnung lässt sich auf unendlich viele Arten in 
die Summe von sechs Biquadraten verwandeln. Sind 4=0,. ... /,=0 die 
Gleichungen der zwölf Geraden, welche bei zwei solchen Darstellungen auf- 
treten. so ergiebt sich zwischen den Potenzen U. %. ... 4, eine lineare 






‘gl. Math. Ann. Bd. VL, p. 298. 
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Relation. Folglich sind dieselben Tangenten einer und derselben Curve 
dritter Classe. 

Durch fünf Biquadrate lässt sich eine allgemeine Curve vierter Ordnung 
trotz der anscheinend genügenden Zahl disponibler Constanten. wie Ülebsch 
gezeigt hat *), nicht ausdrücken. Vielmehr haben alle Curven vierter Ordnung, 
welche eine solche Darstellung zulassen, die Eigenschaft, dass eine gewisse 
Invariante sechster Ordnung verschwindet. Ist dies aber der Fall, d.h. ist 
eine solche Darstellung möglich, so folgen aus ihr offenbar unendlich viele. 
Es seien /,. ... Zu die zehn linearen Formen, welche bei zwei verschiedenen 


aufireten. dann muss eine Identität von der Form 
kUu+kb+ + +hulo = OÖ 


bestehen. woraus aber folgt, dass sämmtliche 10 Geraden /=0O einen und‘ 


denselben Kegelschnitt berühren **). 


S. 6. 

Im Anschluss an das Vorangegangene, worin es hauptsächlich beab- 
sichtigt war. das im Anfang aufgestellte Prineip „conjugirter Formen“ auf 
eine Gattung von Problemen anzuwenden, wollen wir hier, wenn auch in der 
Methode unabhängig, eine algebraische Ableitung derjenigen Darstellung durch 
Potenzen geben, welche Herr AReye auf verallgemeinerte mechanische Be- 
griffe basirt hat ***). Ich benutze hierzu folgenden bekannten Satz von Hesse: 

Sind die partiellen Ableitungen einer homogenen Form f(x, 2... 
durch eine lineare Gleichung von der Form 

(22.) TE Bi PER EIER. Di 
2 OL, OD, OL, 
verbunden, worin die # Constanten bedeuten, so hängt f nur von »—1 li- 
nearen Verbindungen der x ab, ist also im Grunde nur eine Form von »—1 
Variabeln --). 


. 


Es sei nun, indem wir uns wieder auf »=3 beschränken, fir) = 0 


*) Dieses Journal, Bd. 59, p. 143. 
”#) Vgl. Lüroth Math. Ann. IL, p. 40. 
*##) Trägheits- und höhere Momente eines Massensystems in Bezug auf Ebenen, 
dieses Journal, Bd. 72, p. 203. 
\) Dieses Journal, Bd. 42, p. 117 und Bd. 56, p. 263. 
Journal für Mathematik Bd. LAXVI, Heft 4. 42 
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die Gleichung einer Curve C, von der „te" Ordnung. Mit Hülfe des eben 
eitirten Salzes von Hesse kann man f als Summe von Potenzen ausdrücken, 
wenn eine solche Darstellung für die allgemeine Form (a —1)ten Grades als be- 
kannt vorausgesetzt wird. Bezeichnen wir nämlich nach Arorhold den Ausdruck 
ff ,. of 


( of | | 
— a rn ze tt nn 
n Yı or, rY: OT, 1 Y; Cr, 



















durch f(x"”'y),. so können wir der Annahme zufolge diese Form (» —1)teu 
Grades eiwa durch ö Potenzen darstellen, so dass 


23.) fa'y) = ei tert +01, 
worin Z,> »-. 4. gewisse lineare Formen, ©,, ... e, Constanten bedeuten. 


Bildet man aus ihr die Form »t€% Grades 


und daraus ihre ersten partiellen Ableitungen, so ergiebt sich unter Berück- 
sichtieung von (23.) die Gleichung 
Ya) = DO, 

d. h. die durch (24.) definirte Form hat die Eigenschaft der parliellen 
Dilferentialgleichung (22.) zu genügen und ist somit im Wesentlichen nur 
eine binäre Form von x, indem die Variabeln nur in den Verbindungen 
(2Yy)» (2Y), (2y), auftreten, oder geometrisch: die durch 9=0 repräsentirte 
Curve besteht aus » durch den Punkt y gehenden Geraden. Von einer bi- 
nären Form »t°" Grades wissen wir aber (Vgl. p. 315), .dass sie sich leicht 
durch » Potenzen ausdrücken lässt. Setzt man hiernach 





\ 


f ‚y® \ — T [ ./ A \?2 FR We : [ A \ u m ... | f 7 yr 
pr) = Gr lEY2rı) TIHeÄCY 342) + 0,1, (2Y3:4n)", 


worin die Grössen o und z Constanten bedeuten, so ergiebt sich aus (24.) 
ka a 
fix) = zu Oli; 

wenn man die bei der Zerlegung von g auftretenden Formen (xyz;,,) durch 

/,,,. bezeichnet, und die Grössen = ne 


Für 2a=2, wo f(x’”'y) eine lineare Form ist, hat ö den Werth 1, 


durch o,. 9, ... ersetzt. 


Be n(n—1) ’ n(n—1) 
folglich ist allgemein = ———, d.h. f(x) ist durch ——— Potenzen 


>} ) 
- - 






ausdrückbar. 
Breslau, im März 1879. 
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Untersuchungen über quadratische Formen. 


(Von Herrn P. Bachmann ın Breslau.) 





U ntersuchungen, welche ich über die arithmetischen Eigenschaften 
der quadratischen Formen unternommen habe. veranlassten mich, die Hermitesche 
Methode zur Bestimmung der Substitutionen. durch welche eine Form in sich 
selbst transformirt wird. wieder aufzunehmen. Diese Methode ist in zwie- 
[acher Hinsicht unbefriedigend: insofern sie weder alle möglichen Substilu- 
tionen jener Art mit Nothwendigkeit ergiebt. noch dieselben unmittelbar aus 
den Transformationsrelationen finden lehrt. Nachdem ich einige allgemeine 
für diesen Theil der Lehre von den quadratischen Formen fundamentale Be- 
trachtungen voraufgeschickt. Iheile ich hier zunächst für ternäre Formen mil, 
in welcher Weise man nach beiden Seiten hin jene Methode vervoll- 
kommnen kann. 

1. Bezeichnen wir, während 

1. 4, = 4 
ist, mil 


(3. fx) = 2 Za,0, 
eine quadratische Form von » Veränderlichen. mil 


3) FX)= 2 24XX, 


ihre Adjungirte. und mit D ihre Discriminante, sodass zwischen den Coefli- 


cienten der Formen f und F folgende Relationen bestehen: 


A, <<: A 
\ Aa. + Ana ++ A = OÖ, 
\ } / Bas: . e R 
(4.) { (für — k) 
A,a, + Asa; + +A,a, =D. 
\ für i=1,2,3,...%) 
Ferner sei 
of(x 
\f r BR ii. Bi 4, %, +4» &a ra, 
. a , oA 
I.) r re 
2 Een oF(X, ’ 8 
F X — and u = A„Ä,- AA, -4A,ÄA . 
+ ® 
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Endlich soll unter dem Zeichen 
6.) WO. 


die, aus einer Deterininante C durch die Durchkreuzung von m Horizontal- 


Aijep 


reihen (h,,A,...) mit ebensoviel Verticalreihen (A, ’, %,...) ausgeschiedene 
Unterdeterminante, unter dem Zeichen 


/ TR), 8 


die zu ihr complementäre Unterdeterminante verstanden werden. Ist das 


System der Elemente von C aus zwei anderen linearen Systemen mit den 


Determinanten A, B zusammengeselzt, so besteht die bekannte Gleichung 
m)f\ Zinn {m m 
(8.) CO... sie »3 Aa sa" B,u..r.., 
in welcher die Summation auf alle verschiedenen aus m Zahlen r, s, t, 
gebildete Combinationen der Reihe 1, 2. 3. ... » erstreckt werden muss. 


Durch Anwendung dieser Gleichung auf die Determinante 


fi (&,.) fı (0., BES +9) 
2 fie) Plan) --- Plan) 


y ls 
aus | 
| 5, (&,ı ) J, \ a, =) se Fi \ 0, n) | 
welche aus den Determinanten 
4, An... A I a ae 1 


'a,, "  ® 


D=| P und J= 


Cs] 092 EN 0; 





4 Ag... a 


nn 





BR an 
zusammengesetzt ist, ergiebt sich 


(9) — ED 


. 1 1 “ Mr s 1 
hik...RUUR ee. AIR. SE rs Hr. 


Da nun wegen der Relation (1.) die Gleichheit 
IB) ı a ee 
besteht, so ist 
ET ED ar 


In 


wenn die beiden Summaltionen auf alle verschiedenen Combinationen der Reihe 
1, 2. 3, ...» zu je m Zahlen Ah, i, k, ... einerseits und zu je m Zahlen 
r, s, f, ... andererseits sich erstrecken, eine quadratische Form von ebensoviel 
Veränderlichen, als die Anzahl jener Combinationen beträgt, d. i. 


n(n—1)...(n—m-+1) 





n \ 
De 
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Die durch die Gleichung (11.) definirten Formen mögen die von f abgeleiteten 
heissen. Ihre Anzahl beträgt »: die erste derselben. f‘, ist offenbar mit der 
Form f identisch. 

Die Formel (9.) nimmt nunmehr die Geslalt an: 


(12 \ ( J,. fi Hm I) /( A | Er L 


ze Arjuy« 


wenn unter f{i" die halbe Ableitung der Form 
f‘ a1) A 
nach der Unbestimmten "4, ,... verstanden wird. 
Eben, wie zur Form f, so gehören auch zu ihrer Adjungirten » ab- 
geleitete Formen; bezeichnet D die Determinante der Grössen A,, sodass nach 
bekanntem Satze 


43) Dan = DD 

so können jene Formen durch 
u 

ausgedrückt werden, wenn 

1) Fri ZED ZeR- 
gesetzt wird. 

2. Nun sei 
(15.) 2; = O4YıH CaYyat + Ani 


ie 2,... m 


eine eigentliche Transformation der Form f in sich selbst und 
(16. y = hat int + And 
ie, 2... 
die Auflösung dieser Gleichungen. Dann ist 
[37, X = 0, Y,ı +0; Y.+:--+0,! 
Mei, 2, ,». 9) 


eine eigentliche Transformation der Adjungirten F in sich selbst, und es be- 


stehen folglich zwischen den Coeffieienten der Formen und den Substitutions- 


coefficienten nachstehende Relationen: 


18.) GG, = 4; fi +0 f: 1 el, f 
(19.) A, = „Fit eeF3; ++ auFr; 
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wobei, wie auch im Folgenden, zur Abkürzung 
9) Kelle, Ala)=#, 
gesetzt ist. 


Da den Formeln (18.) zufolge 


IGı An»... A| fi fa +. fa! Ku On... On 

FR EBEN A, hf RE fa |, On (> | 

N a u 2 

mr ler u | 
| | | | 

4A, d,2 N Un fin fan 5 A v: | 0, 0,2 Fe on 


gefunden wird, so ergiebt die Anwendung der Formel (8.) folgende Gleichung: 


D, OR u 1 SR " > | ’w, OT...,hil Er “ £ IRGER? a 


wo die Summation sich auf die Combinationen 0, 0, rt, ... bezieht, und 
welcher man mit Beachtung der Formel (12.) die Gestalt 


0OT..,/ 


ertheilen kann. Die Vergleichung dieser Formel mit der Gleichung (18.) lehrt 


offenbar, dass die Form ff "(S..) durch die Substitution 


FE ne 7 


VIE. rs? DOT... JVOT... 
in sich selbst transformirt wird. 
Genau auf demselben Wege ergiebt sich der Satz, dass die Form 


Ss...) durch die Substitution 


3 “u. > > , A. ad 


F' —1)/ 


\ 


® 
Br y VOT.. 


in sich selbst übergeht, sowie die diesen Umstand bezeichnende Gleichung 


>) ws ()N' u  ; Km—l)/(m) , 
22.) D; hip. [PR \ A, ke... = 
Nun bezeichne \ die Determinante der Gleichungen (16.). sodass mit Rück- 


sicht darauf, dass /= 1 vorausgeselz! worden, 


ist. Wird hiernach die vorige Gleichung mit "V ........ multiplieirt und 


ur 


über alle Combinationen 4, ©, #, ... summirt, so findet sich, da 


(nm), (m) 
— Inne. ,oor.. . 1 vi’kt.. uou 


den Werth Eins oder Null hat, jenachdem die Combinationen voor... und 
wem... identisch oder von einander verschieden sind, die interessante beziehung 


(24.) F‘ a, ) ( ) 1. ; AR - Fü) (V ı) 


u N. 1$t 


Aus ihr aber folgt leicht eine andere, welche zu unserem Zwecke in noch 
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näherer Beziehung steht. Durch Multiplication mit 


N, 
nämlich. und indem man über alle Combinationen hik... sowohl. als urer... 
summirt, geht die Gleichung 
Ss clm)T D(m—1) /(Cır)‘ . em) Al 1) /(in) 
22 Ri... ce hika \ ee, Fr en D, ww... Nik. I ue dI } 


hervor. Wird nun auf der linken Seite mit der Summation nach kik.... auf 
der rechten mit der Summation nach aew... begonnen. so nimmt die Glei- 
chung mit Rücksicht auf den Werth der Summe 


er, AUE ._ 


welcher D oder Null ist, jenachdem die Gombinationen aew... und rst... 
identisch oder von einander verschieden sind. foleende Gestalt an: 


—y j Sr ) 1 


- 
s ) 
Dur — vg rs? a 


Diese Gleichung. welche eine eigenihümliche Eigenschaft der Trans- 
formationen einer quadratischen Form in sich selbst ausspricht, ist unter einer 
anderen Gestalt und auf anderem Wege bereits von Herrn Cayley (s. dieses 
Journal Bd. 50. pag. 291) gegeben worden: unsere Herleitung derselben aus 
den Transformationsrelationen dürite jedoch die nalurgemässere sein. 

3. Von diesen allgemeinen Betrachtungen wollen wir uns nunmehr 
zu den ternären quadratischen Formen \n = 3) wenden. zu dem Zwecke, die 
Transformationen derselben in sich selbst direet aus den Formeln (18.) und 
19.) zu entwickeln. 

Für diesen Fall nehmen die Formeln (24.) und (25.). wenn m = 1 
angenommen wird, folgende Gestalt an: 

(26. Pia) = File), 
(27. kıtioatisz = Aıtaa+ 0 


Auch findet man. wenn man sich der Relationen (4.) erinnert, ohne Mühe dis 
Gleichung 
(28. Fit: Path; = Dievtat %;02 + 05:05). 


\ 
Dies vorausgeschickt, bilden wir aus den Gleichungen (19.) den Formeln (4. 


gemäss auf drei verschiedene Arten die Diseriminante D und finden 


D= A,4@, +4 da + A 5 > fa F' +faF: + fa F;;, 
(für i=1, 2, 3) 
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drei Gleichungen, deren Summe wir folgendermaassen schreiben können: 
Yu = fuFutfaFfatfı PB; 
(29.) + fe Feet fafa+ fa: 
+ fsFfs+fsFs+ fa F;5; 
. (Fa; in F;) [ fa — fa, m. F; zu F\i3) (fa —fı3) m (Fa— F;,, (fr —fa)- 
Die additiven Glieder zur Rechten dieser Gleichung haben nach (28. zur 
Summe den Werth 
D| 21 +024+03) —2(Aıt+int+iz)], 


für welchen wegen Gleichung (27.) auch 


DAr—I 
eeschrieben werden kann, wenn man 
SW. Cuta+03 —l=Aıtiati;z—l=2t 


setzt. Führt man ferner durch die Gleichungen 
81.) F3—-F» =2Du., Fu -F5,=2Duw, F.—Fı,=2Du; 


drei Grössen #,. ,. a, ein, so findet sich leicht 


(2 (Aus + Ar + As) = [»—-fs» 


(32.) 2 Aut + Ay + Ay) = fs—fas 
lera,e, + 42% + Az) = fa-fr» 
also für die Summe der in Gleichung (29.) zu subtrahirenden Glieder der Werth 
—4AD.F(u. u. 4;), 
sodass diese Gleichung nach Division mit 4D die Gestalt 
(33.) F+Flu.%.%) = 1 
annimmt und den Satz lehrt: 

Jede eigentliche Transformation der ternären Form f in sich selbst 
liefert vermittelst der Formeln 30.) und (31.) eine bestimmte Auflösung der 
(rleichung (33). 

4. Versuchen wir nun. die Transformation (15.) durch die Grössen 
[, 1, %. u, auszudrücken. 

Nach (26.) ist 

F,()3—0;,) = 0, 


> J 7 


und nach derselben Formel nehmen die beiden ersten Gleichungen (31.) die 
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Gestalt 
F; (4 —— Ülr _ 2Du.. 


F(s—0,) = +2Du, 


J 


an; werden die letzten drei Gleichungen mit «;,, @,. a,, resp. mulliplieirt und 
darauf addirt, so schliesst man leicht die erste, und ähnlicherweise die übrige: 
der drei folgenden Gleichungen: 


44%) = Ay Oz 
(34.) 2 (do U; > dy, H,) - Be — (X ‚20 
E A4;U: — Ay U,) - day — Ola, 


welche, einmal mit z,, @,, &;, das andere Mal mit y,, %., %, multiplieirt und 
dann jedesmal addirt, mit Rücksicht auf (15.) und (16.) die folgenden: 


2ufıla)—- Ruf) = %— (0, Cı +02: + 03735). 
uf) -Tufhlky) = (afıt kart iay)—T; 


und durch ihre Addition sehr leicht die dritte der nachstehenden Gleichungen 


ergeben, von denen die beiden ersten auf analoge Weise entstehen: 


| CH) -whly)teßly) = (tHDatußhla)—mf;(r), 
(39.) | EN) -uhy)tufly) = (Hd) +tuß(a) f(x 
(d+-NDy-uf y)+tußly, 1); +fı (2) —-ufß(® 


Beschränken wir uns zuerst aul diejenigen Transformalionen, bei 


welchen die Gleichung 


to» +0a,-+1 = 0 


nicht stattfindet. so können diese durch Auflösung der Gleichunsen (35.) be- 
stimmt werden. Um zu den Hermiteschen Formeln zu gelangen, wollen wir. 
was für diesen Fall erlaubt ist, 
(36. IH1=3, = 229, W=RPG, U; 2pgq; 
setzen, sodass wegen (33.) P, Yıs 9» 9; vier Grössen sind. welche der 
Gleichung 
(37T. e+Ffl4,,4) = 1 
genügen, und vollständig bestimmt sind, wenn wir etwa p mit posilivem Vor- 


zeichen wählen. Dann findet man folveende Transformalionen: 
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oe | . ; v r:' | | 

= PN PR tr NR t N). 

o3 “32 a 

“ | of 5 IF 
3) (= pP -Nye+rg ig + Fam tantay: 
| - / Y: i PT; oY, PA: oO, 1 04, Yıyı J q:9Y: ' VE Y3 )» 

NOPUN, °° 200, | PNGRNDRUIESG: ÜBEREIN... AEN..A IE 

BP Dytrnz, Pr ta, Hterth). 





Nun repräsentiren aber auch umgekehrt die Gleichungen (35.) in unentwickelter, 
die Gleichungen (38.) in entwickelter Form für jede Auflösung der Gleichung 
(33.), für welche 4-1 von Null verschieden, eine eigentliche Transformation 
der Form f in sich selbst. Dies folgt einerseits daraus, dass dann in den 
Gleichungen (35.), wie leicht zu übersehen ist, die linearen Ausdrücke zur 
Rechten dieselbe, von Null verschiedene, Determinante — nämlich 2 (1-1) — 
haben, wie diejenigen zur Linken, also die Determinante der linearen Glei- 
chungen (38.) gleich Eins ist, andererseits daraus, dass diese Gleichungen, mil 
ha)+fhy» Re)+hky, Be)+kly) 
resp. multiplieirt und dann addirt, die Gleichheit 
(+1).f(&1, 2,2) = (i+1).f(yı» Y2; %;) 
ergeben. Aus diesen Betrachtungen schliesst man folgenden Satz: 
Die Formeln (38.) liefern alle eigentlichen Transformationen der Form 
f in sich selbst von der angegebenen Art, und jede ein Mal, wenn darin für 
pP» 9» > % alle möglichen der Gleichung (3%.) genügenden Werthsysteme 
gesetzt werden, deren p positives Vorzeichen hat. 
5. Die übrigen Transformationen, bei welchen 
(39.) a, +0 Lian ti, +1 =0 


„#03; +1 —= Au 
ist. sind nun genau diejenigen, welche sich der Mermiteschen Methode ent- 


ziehen. Gleichwohl kann gezeigt werden, dass auch sie sämmtlich aus den 
Formeln (38.) erhalten werden, indem man für pP. 91, J:» 9; diejenigen Lö- 
sungen der Gleichung (37.) substitwirt, bei welchen p=V ist. 


Um diesen Beweis zu führen. bemerke ich zuerst, dass für solche 











Lösungen die Gleichungen (38.) die Gestalt annehmen: 
‚oF en 
%ı = Jr I, tet 095), 
ß ] 
 öF | | 
(40.) 2, = -gr7, yı Tr Ye 7095), 
öF | Er 
os = —y+ Nyı r RT gY5), 


\ 09; 
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Gleichungen, welche die Determinante Eins haben und. wie leicht zu sehen. 
eine Transformation der Form f in sich selbst repräsentiren. während 


Cut@a +03 = —3+RFlg,9,4)= —I 


ist. Daher bedarf es nur noch des Nachweises. dass ausser den Transfor- 
mationen (40,.) weiter keine existiren. Dieser Nachweis ist nın ein wenio 
umständlich zu führen. 

Gesetzt, die Gleichungen (15.) stellen eine der gesuchten Translor- 
malionen dar, so führen die Formeln (34.). mil &,. &. 0, multiplieirt und 


addirt, wegen (39.) leicht zur folgenden: 
2 (f3-%— fi. %ı) Be 
welche, mit der letzten derselben verglichen, 
(41.) (dt fa) : At fa) u, 


ergiebt. Zu dieser Relation kommen aber auf ganz ähnlichem Wese noch die 


folgenden hinzu: 


(dia fı2) 9 (da fa) U, 

(aut fu) da fa)» 

(Ay -+ fa); A; [31)% 

a, et) = lan tfo)i, 
A; fa) U; A f33) U. 

jan 51) %ı dı1--fn)%, 

(a2 + fa), dan f)%;. 
(Q3+f3)%, da fi) %. 


Hier sind nun zwei Fälle denkbar. 
Entweder sind die Grössen »,. @,. @, nicht sämmtlich »leich Null 


Dann kann man, wie leicht einzusehen. den vorieen Relationen gemäss 


( Cu fi: :2Du2. Gy f: < Du, Iıtflı = 2Duz2,. 
(42.) / Got fe = RDu 2, ds l» -2Du Z “ (L; [3 2Du Ze 
as;+tfı = BDu.32:. dp; f2; 2Du.2. Gau [3 = 2Du:;: 


selzen. Aus der ersten Reihe dieser Gleichungen findet man durch Multipli- 


yr,* 


cation mit A,,. As. A,, und darauf foleende Addition die erste. und ähnlicher- 


weise die übrigen Gleichungen des Systems: 
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1+ m öF or 
1 = 2'709 On = 3" Ol. = Zu — 
\ ou, ' er cu, I 13 33 ou, . 
| oF öF ÖF 
43. ) O1 = Anne 1 1 OU = ZH! ——— A, nn PN 
= m‘ iin au I u. 
| OF OF oF 
Oz, = 2; ar: a O3 % ER 1l-+c.,, — Ar — 4 
ou, ou, ou, 


also 
4D.2,F(u,%,%) = 2%(au-tfu) 
woraus wegen (39.) 
dıtfı=2Duz =, 
d. h. 
423, =0 und ähnlich 2, =0,. %2, = 0 
hervorgeht. 


Sind nun z,, %, a, alle drei von Null verschieden, so muss 2, =, —=2,—0 


} 
J 


sein; in diesem Falle würde aber nach den Formeln (43.) die Transformation 


—1, 0, 0 
(44.) 0,—1, 0 
0, 0, —1 





hervorgehen, deren Determinante nicht +1 ist, d. h. diesem Falle entspricht 
keine eigentliche Transformation. 








Wäre aber eine der Grössen «,. %. a,,. etwa «, gleich Null, so folgte 
%5=3=0, also den Relationen (42.) gemäss f,=f,, und dann aus der ersten 


a . oF ' a . 
der Gleichungen (32.) 79% in Folge wovon die sich aus (43.) ergebende 








Transformation 


u ER 
oF | 

or Aue. 
IF 

a 
Ou, 


die Determinante —1, nicht -+1 hältte. 





Wenn zwei der Grössen «,, %, a,. etwa «, und «, gleich Null wären, 








so folste 3=0 und aus Gleichung (33.) A,y=0; ferner aus den Gleichungen 
(32.) und (42.) 








[a-/3 = 2A, = 2Du,.2, 


fi —fı3 — — 2AsU; = 2D U; -31» 














also 
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daher erhält auch in diesem Falle die sich aus (43.) ergebende Transformation 


—1+24A,2,% BA, ZU; . O\ 
2A»2; U; —1- 4. 1.3; 2,4; , 0 
0. 0, -1 


die Delerminante —1, nicht +1. 
Oder u, %,. a, sind sämmtlich gleich Null. In diesem Falle ist 
F;; una F;,. F;, urn Fi3. F\: Bi F,, - 


woraus sich leicht die Richtigkeit folgender Gleichungen : 


(@,, +fı)(@22+ fa) Zn (Aa faı) Ant fı 'n 
(a»-+fa) (3; + 33) = (437 f23) (32 -} fr). 
(Q3-+ fs) (Gı-+ fi) = (Aa faı, (dat fi), 
(aı+fu)(a2-+ fe) = (G;, + fa) (a2 + fi), 
(G»+ fra) (@1; + fi) Er (4. | fı2) (G23-+ fa3 . 
f 


(43; + f5;) (aı1+ fa) = (a3 + fs) (at fs 
ergiebt. Da ihnen zufolge die Grössen 
ııt fa =atfe und autfı=astfs mi Aautfu;, 
dz:+fa = as +fs und an+fe =aıtfı Mi aut+fe; 
ds fız = Ay fa und 434 fa = 424 fa mit 4; + fs 
gleichzeitig verschwinden, lehren sie die Möglichkeit, in dem Falle, wo eine 
der Grössen a,+fi, @a+far, 4;+ fs, von Null verschieden ist, 
Aut fu :2Dq;, Ada faı —= RD g:q, Ay + [ai : 2D g:» 
a.+ fe =2Dgy, Aa+fp=RDn, d2+fa = RD gg:: 
ds fi == 2D q9;» G3+ fa; 2D 9:4; > 43 f33 = 2D g; 
zu setzen, Gleichungen, aus denen man ohne Mühe 
F(q1, 99) = 1 


und 
| oF oF oF 
61 = —1+q9- 9 pn >= 13 (3 = ’E 2 
og, 0q, og 
r OF 1- oF ” oF 
u .— to = 14m — a Gs- . 
a har 9% Par 9% A 
oF oF ® oF 
tu, = hı=——. Op= (.—. 03 = —14 0, —., 
31 Jı og, y) 32 I: og, b) 3 | / og, ) 


d. i. die Transformalionen (40.) erschliesst. Im anderen Falle erhält man die 
Transformation (44.), welche nicht zu den gesuchten gehört. 


Hiermit ist der verlangte Nachweis geliefert. — 
Breslau, im März 1873. 
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Extrait d’une lettre de Mr. Ch. Hermite ä 
Mr. Borchardl. 


Je ne me hasarderai point a la recherche d’une demonstration 
de la transcendance du nombre . Que d’autres tentent l’entreprise, nul ne 
sera plus heureux que moi de leur succes, mais eroyez-m en, mon cher ami, 
il ne laissera pas que de leur en coüter quelques ellorts. Tout ce que je puis. 
c’est de refaire ce qu’a deja fait Lambert, seulement d’une autre maniere, 


au moyen de celte egalile: 


aan 2 
Y ” f] ” T 2 n 
A, = Usnre + Vecose = <——— / (1-z°)’cosrzdz, 
P 3 u ° i 
ou A,, U et V designent les m&mes quantiles que dans ma lettre a Mr. Gordan. 


Vous savez que U est un polynöme entier et ä coefficients entiers en © du 
u n—1 5 NE h 
degre 5 ou —— selon que n est pair ou impair; il en resulte dans le 


te 


R 


) n' ’ 
premier cas par exemple, que pour x = zZ, en supposant que 2: soit une 
b 
Iraclion 7, om aura 


r “4 
Ü ze ” 


‚in 
(i3 


ou N est entier, et la relation proposee donne 


bse/b\ 

(—)(—) n 
N \a/ Na/ & ' nz N 
—- =— 7 (i-3)’008—- 43 
a: 2. EN wi 3 


ou bien 


| n j 
de \a J ya’ 1 7T5 
N= Ä + 1— 3°)" c0os—— da. 
2.4...2n J 2 
Or on met immediatement une impossibilite en evidence, puisque le second 
membre devient sans pouvoir jamais sannuler, plus petit que toulte quantite 
donnee quand x» augmente, le premier etant un nombre entier. 


Voici une autre consequence de l'expression de A, par une integrale 

















wo 
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definie; on en tire aisement sous forme diintegrales doubles. les quantites: 


B, = f A, a, €, -/ b,dxı, etc. 


«/ 


en employant les formules el&mentaires 


°z 2 9 > 
/ da f f(x) de gi (2 — 2) f(z)ds = of (1—A)f(Ax) da, 


() 


da f da f f(x) dx -/ > -f(z)dz = ' ef 1— A) f(Aa)da. 
) 0 0 








r} oA .wr 
I) () 


et il vient ainsi 
gan+p+1 uw. an u d 
P,= 1.2...p Taf / (1-4 (1A, rlcosAı,adidı,. 


Mais sous un point de vue plus general, supposons les ö polynömes: 
Pe), P,(x), ... P,(x) des degres m, n, ... r determines de maniere que 
le developpement suivant les puissances croissantes de la variable de la fonction 

fix) = e"$ (ze) +e$, (x) H--$(r) 
commence au terme du degr@ le plus eleve possible, en „"'"'-" . En 
multipliant par une nouvelle exponentielle, e”’, et formant la suite des quantites 


fi(@) = fe” f(a) de, f:(®) / n@)dr, u PERLE i f(x) dx 


il est clair que la derniere sera de la forme suivanle: 

fl) = et Pa) He LP (Ey) + +e Pl) + le). 
ou Fa), Pax), ... Pax) seront des polynömes entiers des degres m, 
R, ... 5, et que son developpement commencera par un terme de degre 


m+-n-+-+s+i. On en conclut aisement que si l’on pose 


i 


" ” ” 7 “ - . “mtn- - 1 
(| I; b) has ..» 4;) = ( eo I, ) ( yon Ka } ... \ | —/, } I, Is d .. /, 

AN 3 a jA} EU - > MI 9 EEE . 

A = (a—P)Adr...‘ +P—Y) ala... — Nlydy...ht+W4 


on aura la relation 


ı fpı1 | ‚ A h Er h | er) (z2\-| ef? ). (2 men \ewr() (x ) (z 
// . Mi Ihyadzaı.. 1.) e "dA, dba... dA, — _— mn E 1 m 
“m “) ; | 


ou 9,(X), 9,2), ».. 9,(z) sont des polynömes entiers des degres m, n,.... $; 


c'est done au moyen d’une integrale multiple la definition du systeme des 
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polynömes entiers de degres donnes, qui donnent la plus grande approximation 
de la fonction lineaire composee avec les exponentielles e, e” 


Wr 
D) u... e - 


Dans le courant de ces recherches voici une question arithmetique 
qui m’a beaucoup preoceupe. En considerant pour une valeur entiere de x 
la fraction continue 


er —1 x 





+ 1 2: Fr 


DZ 


6 u . 


ne doit-il pas exister quelque caractere special, a l’egard de la fraction con- 
linie ordinaire equivalente dans laquelle les numerateurs des fraclions inte- 
srantes sont lunite? J’ravais presume quau moins de distance en distance, 
les quotients incomplets iraient en grandissant, et c’est ce qui se trouve jusqu’ä 
un certain point confirme, par le resultat suivant que je dois a l’obligeance 
de Mr. Forestier. Soit @=3 et laisons 





Ai 
e’1 X 1 
Os — 
11 27 
q cu q" wg 
la suite des nombres entiers g, q', q", ... est 


1,8, 1,16, 2,1, 1,2, 4, 1,2, 11, 2, 1,2. 36,1.8,4,17,9,1.1,1,1,1,2,3, 90, ... 





Malheureusement les caleuls sont si longs et si penibles qu’on ne peut esperer 
Irouver quelque loi par la voie de liinduction. 


Rochefort sur mer 31. aoüt 1873. 





Fur Theorie der Transformation aleebraischer 
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Ist nun 


eine zweite rationale Function von s und s. die in m, Punkten von T un- 
endlich von der ersten Ördnuns wird. so ist sie auch eindeutie in 7, bestimmt 
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und ist, abgesehen von den m, Punkten, in denen sie unendlich wird, in T, 
stetig, woraus folgt, dass zwischen s, und z, eine algebraische Gleichung besteht: 


F, Ss . 3} ) — 0, 


in welcher F, eine ganze Potenz einer nicht in rationale Factoren zerfällbaren 
} uU 
Function $(s,,.2,) ist. Es sei demnach: 
1, y u 


Y Br re \ a / i 2 \ 2 
F(s, 2) = (Pfsr, 31))'; 


/ 
so dass: 


nv, Miu. 

Die Potenz 4 ist im Allgemeinen, d. h. wenn über die Lage der Un- 
steligkeilspunkte der Function s, nicht besondere Voraussetzungen gemacht 
werden, die erste. Sie ist jedenfalls dann die erste, wenn die Unsteligkeits- 
punkte von s, in T nicht gruppenweise in solche Punkte fallen, in denen z, 
denselben Werth hat. | 

In diesem Fall können alle in T, eindeutig bestimmten Functionen, die 
abgesehen von einzelnen Punkten, in denen sie unendlich von endlicher Ord- 
nung werden, stetig bleiben, also auch s und z rational durch s,, z, ausge- 
drückt werden. Die Substitution 


v 44 


durch welche die Gleichung F(s, 3) =0 in # (s, 3) = 0 transformirt wird, heisst 
in diesem Fall umkehrbar und die Transformation eindeutig. 

Aus der gleich hohen Ordnung des Zusammenhangs der Flächen T 
und T, folgt der Riemannsche Satz: 

Zwei durch eindeutige Transformation aus einander entstandene alge- 
braische Gleichungen haben dasselbe Geschlecht. 

Es soll jetzt die Umkehrung dieses Satzes bewiesen werden, nämlich: 

Führt die Elimination von s, 3 aus den drei Gleichungen 


Fis, = 0, 3 = f s 3») ı =W En 3) 
auf eine irreduetible Gleichung 


dd 


$(s., 3) a 
vom selben Geschlecht wie F=0, so ist die Substitution umkehrbar, d.h. es 
können s und z rational durch s, und z, ausgedrückt werden, vorausgeselzt 


dass die Ordnung des Geschlechts grösser als 1 ist. 
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Es hat sich gezeigt, dass nur dann s und z nicht rational durch s,. z, 
ausdrückbar sind, wenn die oben eingeführte Zahl 4 >1 ist. In diesem Fall 
wird die wahre Verzweigungsart der Function s, nicht durch die Fläche T, 
dargestellt, sondern durch eine andere Fläche T', welche die z,-Ebene überall 


N ° . 1. a . 
nur 7 = fach bedeckt, und in welcher die Fläche T\, überall A-fach aus- 


gehreitet ist. 

Es sei jeizt w, die Anzahl der einfachen Verzweigungspunkte in T\. 
:c' die entsprechende Zahl für die Fläche T’ und 2p’+1 die Ordnung des 
Zusammenhangs der letzteren. Dann ist: 


pP = 30, — NH B% 
p = tw —r +1. 


Nun besteht aber zwischen den beiden Zahlen ww, und ww’ eine gewisse Be- 
ziehung. Ueberall da nämlich, wo die Fläche 7’ einen einfachen Verzweigungs- 
punkt besitzt, finden sich in T, A einfache Verzweigungspunkte, von denen 
keiner aufgehoben werden kann. Der Beweis hierfür ergiebt sich aus fol- 
gender Betrachtung: 

Es mögen einem beliebigen Werthsystem (z,,s,) die Werthe der Function s: 


(a,) 


$ i g1@) (a3) 


ss 


entsprechen. Dem in einem anderen Blait der Fläche T’ an derselben Stelle 
stattfindenden Werthsystem (z,. s,) mögen die Werthe 


(F,) ‚(P>) (Pr) 
5 >) $ >) [2 “ “ Ss 


entsprechen. Hängen nun in einem Verzweigungspunkt 3 die beiden Blätter 
s, und s, mit einander zusammen, so lässt sich die Function s, auf einem 
geschlossenen Wege, der den Verzweigungspunkt 3, aber keinen anderen ein- 
schliesst, in der Weise stetig fortführen, dass man von dem Werthsystem 
(21,5) zu dem Werthsysiem (z,.s,) gelangt. Dadurch geht aber die Werth- 


Us) 
e 


) (3) (>) (5) ) 


reihe 3, s‘ s‘“ über in die Werthreihe s"), s’, ... s#’, so dass 
jeder Werth der einen Reihe in einen bestimmten Werth der anderen über- 
geführt wird. Daraus folgt, dass je eines der 4 Blätter der Fläche T,, die 
über dem Punkt (z,,s,) der Fläche T’ liegen, in dem Verzweigungspunkt 3 
mit einem der 4 Blätter, die in (z,,s,) liegen, zusammenhängen muss, und 


dass demnach die Fläche T, in 3 4 einfache Verzweigungspunkte besitzt. 


L 


Ausserdem kann T, noch eine gewisse Anzahl ©" andere einfache 
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Verzweigungspunkte haben, denen keine solche in T’ entsprechen. Demnach ist: 
m, = ,w-+w", 
und es ergiebt sich: 


! „ 


p=4lw-+4w 


\e’—ir +1 =4p-+4w"—i+1. 
Soll nun p =p sein, so folgt aus dieser Relation: 
ie" = (k\—1)(1—p). 

Da A positiv ist, und ©" seiner Natur nach gleichfalls —0O sein muss, so 
kann diese Relation nur dann bestehen, wenn entweder A=1, also die an- 
senommene Substitution umkehrbar ist, oder wenn p=0 oder =1 ist, wodurch 
der oben ausgesprochene Satz bewiesen ist. 

Fürp=1 ist ©’ =0, und A kann jeden beliebigen ganzzahligen po- 


siiiven Werth haben. Die Substitution wird in diesem Fall nicht mehr ali- 


r 


r f ” i® ä Bu PR ä . i ' e . 
[hat ist die Aufgabe, für ein gegebenes / 


oemein umkehrbar sein. In der 
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Die angestellte Betrachtune zeiet a 


.. 


problem in diesem Sinne für die Abelschen Funeclionen nicht existirt. Für 
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so besteht zwischen s, und z, eleichfalis eine lineare Gleichung. und trolzden 
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rich. im Juni 1879. 


